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Introduction
La re´solution de proble`mes combinatoires est une proble´matique re´currente dans beaucoup de domaines,on citera par exemple la biologie ou encore la logistique. En particulier, on retiendra des applications
pratiques dans des domaines aussi varie´s que la reconstruction de « super-arbres » en phyloge´nie, la
planification de missions ou la construction de tourne´es de ve´hicules en logistique.
Pour toutes ces applications, un re´flexe naturel pour un scientifique consiste a` tenter d’abstraire la
proble´matique donne´e en dessinant des points (appele´s sommets) pouvant repre´senter des individus dans
le cas de la phyloge´nie, ou des lieux ge´ographiques dans le cas de la planification de missions et le cas
des tourne´es de ve´hicules. Puis, un second re´flexe consiste a` lier ces points par des traits (appele´s arcs
ou areˆtes suivant qu’il existe ou non une orientation) afin de mode´liser une relation logique entre eux.
Cette relation peut consister en un lien de descendance entre individus dans le cas de la phyloge´nie, ou
en une condition d’accessibilite´ entre lieux ge´ographiques dans le cas de la planification de missions et
le cas des tourne´es de ve´hicules. Cette manie`re abstraite de repre´senter un proble`me pre´sente l’avantage
de mettre en e´vidence la structure du proble`me que l’on veut re´soudre, au travers d’une vision globale
permettant un raisonnement efficace. Dans ce contexte, la the´orie des graphes a permis de proposer des
solutions the´oriques a` de nombreux proble`mes pratiques.
Le reconstruction de super-arbres, la planification de missions et les tourne´es de ve´hicules, bien que
provenant de domaines diffe´rents, sont des applications qui se rame`nent a` un proble`me particulier dans
les graphes : le partitionnement. Il s’agit d’un regroupement de l’ensemble initial des sommets du graphe
conside´re´ en une collection de sous-ensembles respectant une certaine topologie (c.-a`-d., une relation
logique) appele´e patron. En particulier, dans le cas de la reconstruction de super-arbres en phyloge´nie, le
patron recherche´ ve´rifie que les arcs unifiant les individus ne peuvent pas former de cycles et que chaque
individu est lie´ par un arc a` un unique autre, repre´sentant son pe`re dans la relation filiale. Un tel patron
dans la the´orie des graphes est appele´ arbre. De manie`re similaire, il en existe bien d’autres types, les
plus connus e´tant le chemin et le cycle.
Cependant, les proble`mes pratiques se re´sument rarement a` un proble`me acade´mique « pur » comme
peuvent l’eˆtre des proble`mes classiques de la the´orie des graphes tel que le proble`me de chemin Hamilto-
nien ou celui des K-chemins disjoints. En effet, ils combinent tre`s souvent le proble`me de partitionnement
par un patron donne´ avec un ensemble de restrictions sur la topologie des sommets et des arcs. La di-
versite´ des contraintes ope´rationnelles mises en jeu constitue alors une limite a` leur re´solution par des
approches conside´rant de manie`re se´pare´e le proble`me de partitionnement et les restrictions supple´men-
taires impose´es.
A` ce titre, la programmation par contraintes offre un paradigme flexible et de´claratif permettant
de prendre en compte ces restrictions sans pour autant remettre en question les fondements the´oriques
des proble`mes de partitionnement de graphe. Du point de vue de la programmation par contraintes, la
diversite´ des restrictions possibles se traduit bien souvent par un nombre non ne´gligeable de contraintes
distinctes mode´lisant le proble`me. Cependant, la seule mode´lisation d’un proble`me par un ensemble de
contraintes distinctes n’est pas toujours suffisante dans la pratique. En effet, dans les applications lie´es
au partitionnement de graphe la plupart des contraintes additionnelles mode´lisent des restrictions sur la
topologie des partitions autorise´es. Ces restrictions sont donc totalement lie´es entre elles via le type de
patron (arbre, chemin, cycle) autorise´ pour effectuer la partition.
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Objectifs de la the`se
Les contraintes globales lie´es a` la couverture de graphes sont ge´ne´ralement lie´es a` la notion de couˆt associe´
a` la couverture. Il s’agit donc de contraintes d’optimisation visant, par exemple, a` fournir une couver-
ture de couˆt minimum. On peut citer par exemple la contrainte de couverture par un chemin de couˆt
minimum [Sel03, KH05], mais aussi la contrainte de couverture par un arbre de couˆt minimum [DK06].
Cependant, cette the`se se concentre sur les proble`mes de satisfaction de contraintes lie´s au partition-
nement de graphe par des arbres mettant en jeu un certain nombre de restrictions sur la topologie des
partitions autorise´es. Ainsi, nous ne traitons pas le volet optimisation (gestion des couˆts de couverture)
qui peut eˆtre associe´ aux contraintes de partitionnement de graphe. Notre travail se focalise plus particu-
lie`rement sur l’e´tude des interactions existantes entre le proble`me de partitionnement et les restrictions
classiques (telles que les relations de pre´ce´dences ou d’incomparabilite´s entre les sommets du graphe a`
partitionner) impose´es par les applications concre`tes telles que la reconstruction de super-arbres en phy-
loge´nie ou la planification de missions. Nous nous attacherons plus particulie`rement a` montrer comment
prendre en compte de manie`re globale un certain nombre de ces restrictions au sein d’une contrainte de
partitionnement de graphe par des arbres.
Un autre aspect essentiel portera sur la mise en œuvre d’une telle contrainte. Nous montrerons que
la prise en compte des contraintes mode´lisant les restrictions sur les partitions autorise´es, ne´cessite de
faire communiquer (voire de partager) de manie`re efficace les structures de donne´es mises en œuvre
pour chaque restriction. Nous de´battrons aussi de la ne´cessite´ de de´ployer, autant que faire se peut, des
algorithmes totalement dynamiques pour ge´rer les mises a` jour de ces structures de donne´es. Pour cela,
nous montrerons en quoi cette gestion dynamique permet de s’abstraire significativement d’un proble`me
re´current a` la plupart des contraintes globales lie´es aux graphes : la sensibilite´ des algorithmes a` la
densite´1 du graphe conside´re´. En effet, intuitivement on peut penser que, plus le graphe a` partitionner
est dense, plus le nombre de partitions possibles de ce graphe est grand et plus le proble`me est finalement
« facile » a` re´soudre. Cependant, la complexite´ de la plupart des algorithmes de graphes est directement
lie´e au nombre d’areˆtes2 (resp., d’arcs). Cela constitue un facteur limitatif important quand a` la taille des
graphes possibles a` traiter en pratique. On arrive donc au paradoxe suivant : d’une part, plus la densite´
du graphe conside´re´ est e´leve´e plus le proble`me est intuitivement facile, et d’autre part, plus la densite´
est e´leve´e, plus le temps de re´solution est important. C’est dans ce contexte qu’une gestion totalement
dynamique des structures de donne´es mode´lisant la contrainte permet de s’abstraire partiellement du
facteur limitatif que constitue la densite´ du graphe.
Me´thodologie de l’approche
Ce document couvre aussi bien les aspects the´oriques lie´s au partitionnement de graphe que la mise en
œuvre pratique d’une contrainte re´pondant a` cette proble´matique. Il est organise´ au travers des trois
parties suivantes :
Cadre ge´ne´ral : la premie`re partie est consacre´e a` la mise en place du cadre de notre e´tude. Nous
discuterons tout d’abord de la mode´lisation d’une famille de graphes dans le cadre des contraintes
globales et des niveaux de consistances associe´s aux contraintes de partitionnement de graphe. Puis,
nous rappellerons certaines de´finitions essentielles lie´es a` la the´orie des graphes qui seront utilise´es
tout au long de ce document.
The´orie des contraintes d’arbre : la seconde partie propose tout d’abord quatre contraintes
de partitionnement de graphe par des arbres, deux variantes dans le cas des graphes non-
oriente´s [BKL06], deux autres dans le cas des graphes oriente´s [BFL05]. Cependant, dans la plupart
des applications pratiques, ces contraintes seules ne peuvent mode´liser comple`tement tout le pro-
ble`me. Il faut bien souvent prendre en compte des restrictions sur les configurations possibles des
partitions ; par exemple :
1La densite´ d’un graphe repre´sente le ratio entre nombre d’areˆtes (resp., d’arcs) du graphe et le nombre total d’areˆtes
(resp., d’arcs) possibles dans ce graphe. Par exemple, pour un graphe d’ordre n contenant m areˆtes, la densite´ est donne´
par le ratio m
n2
.
2Remarquons qu’un grand nombre d’algorithmes de graphes sont soit base´s sur un parcours en profondeur d’abord, soit
un parcours en largeur d’abord.
TABLE DES MATIE`RES 11
– pre´ciser qu’un sommet (ou un ensemble de sommets) doit eˆtre atteint avant un autre (un sous-
ensemble d’autres) dans toute partition ;
– pre´ciser que deux sommets (ou deux sous-ensembles de sommets) sont incomparables dans toute
partition ;
– pre´ciser qu’un sommet ne peut avoir qu’un nombre restreint de pre´de´cesseurs.
Ainsi, nous proposons d’e´tendre une des deux contraintes d’arbre introduite dans le cas des graphes
oriente´s en prenant en compte des contraintes additionnelles telles que les contraintes de pre´ce´dence,
d’incomparabilite´ ou encore de degre´ [BFL06]. Finalement, beaucoup d’applications pratiques sont
directement lie´es a` un patron de partitionnement spe´cifique : les chemins. Dans ce contexte, nous
proposons une spe´cialisation de cette contrainte d’arbre au cas particulier des chemins [BL07]. Ce
travail s’est focalise´ sur l’e´valuation du nombre minimum de chemins pouvant partitionner un graphe
oriente´ puisqu’il s’agit de la proble´matique la plus courante dans les applications pratiques lie´es au
partitionnement par des chemins.
Strate´gies de mises en œuvre et applications : la troisie`me partie de´taille l’imple´mentation et
quelques applications de la contrainte d’arbre e´tendue aux contraintes additionnelles. Apre`s avoir
pre´sente´ une premie`re imple´mentation de la contrainte base´e sur les structures de donne´es restau-
rables [AB90] fournies par le re´solveur de contraintes Choco (http://choco.sf.net/), nous nous
inte´resserons a` montrer comment de´ployer une telle contrainte inde´pendamment du re´solveur uti-
lise´ [RLJ07] (c.-a`-d., sans utiliser les structures de donne´es spe´cifiques au re´solveur Choco). Cette
approche sera illustre´e au travers de la mise en œuvre pratique d’une telle contrainte dans les re´sol-
veurs Choco et Gecode (http://gecode.org/). Ensuite, la contrainte d’arbre sera utilise´e sur trois
types d’applications : le proble`me de reconstruction de « super-arbres » en phyloge´nie, le proble`me
de la couverture partielle d’un graphe par un chemin sous contraintes de pre´ce´dences, et le proble`me
de chemin Hamiltonien.
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La programmation par contraintes [Mac77, Lau78, vH89] est une discipline situe´e a` la croise´e de nom-breux domaines comme la recherche ope´rationnelle, l’analyse nume´rique, le calcul symbolique et
l’intelligence artificielle. Elle apporte une nouvelle approche a` la re´solution de proble`mes combinatoires
en tentant de combiner et d’unifier le meilleur de chacune de ces disciplines. Les premiers travaux dans
ce domaine remontent aux recherches effectue´es a` la frontie`re entre l’intelligence artificielle et l’infogra-
phie [Mon74] dans les anne´es 1970. Les deux dernie`res de´cennies ont permis de prendre conscience que
les enjeux d’un paradigme de´claratif, permettant de mode´liser, d’imple´menter et de re´soudre des pro-
ble`mes combinatoires e´taient essentiels. Ainsi, l’unification des diffe´rentes approches propose´es autour de
la re´solution de proble`mes combinatoires complexes a donne´ lieu a` l’e´mergence d’un cadre commun tant
conceptuel que pratique : la programmation par contraintes. Notons que les industriels, tels que Bull,
Cosytec, IBM, ICL, Ilog, Prologia, ou Siemens, ont e´te´ les premiers a` re´aliser l’inte´reˆt pratique de la pro-
grammation par contraintes dans des solutions globales de re´solution et/ou d’optimisation de proble`mes
combinatoires re´els.
1.1 Un paradigme de´claratif base´ sur les me´canismes de propa-
gation et de recherche
L’ide´e intuitive de la programmation par contraintes est de proposer une me´thode de re´solution de
proble`mes combinatoires base´e sur la de´claration de contraintes (pouvant eˆtre vues comme des conditions
portant sur des variables) devant eˆtre satisfaites par toute solution valide du proble`me conside´re´. Ainsi,
dans le cadre discret, un Proble`me de Satisfaction de Contraintes (CSP) peut eˆtre de´fini de la manie`re
suivante :
– un ensemble V de variables (au sens mathe´matique du terme) prenant leur valeur dans l’ensemble
des entiers ;
– un ensemble D de domaines finis, repre´sentant l’ensemble des valeurs possibles que chaque variable
peut prendre ;
– un ensemble C de contraintes (relations logiques) portant sur des sous-ensembles des variables.
Une solution d’un CSP est une assignation des variables (c.-a`-d., l’affectation d’une valeur a` chaque va-
riable) satisfaisant simultane´ment toutes les contraintes. C’est le re´solveur de contraintes qui encapsule
le me´canisme de re´solution permettant d’aboutir a` toutes ou une partie des solutions satisfaisant l’en-
semble des contraintes. L’aspect de´claratif de la programmation par contraintes re´side dans le fait que
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l’utilisateur final doit seulement de´clarer l’ensemble des variables mode´lisant son proble`me et de´crire les
conditions les liant (c.-a`-d., les contraintes).
Le cœur de la programmation par contraintes repose sur le couple propagation-recherche : La partie
propagation essaie de de´duire de nouvelles informations a` partir de l’e´tat courant des variables. Quand a` la
partie recherche, elle consiste en un parcours, ge´ne´ralement une exploration dites en profondeur d’abord, de
l’espace de recherche du CSP associe´. Un algorithme effectuant uniquement un parcours de cet espace de
recherche enume´rera toutes les assignations de variables possibles jusqu’a`, soit trouver une solution valide
pour le CSP, soit conclure qu’il n’existe aucune solution satisfaisant simultane´ment toutes les contraintes.
Un tel algorithme, que l’on peut qualifier d’algorithme de recherche exhaustif, a une complexite´ en temps
exponentielle. C’est a` ce niveau que le me´canisme de propagation vient intelligemment e´pauler la re-
cherche. En effet, il permet au re´solveur de contraintes de de´tecter et de supprimer des parties inutiles
(dites inconsistantes) de l’espace de recherche sans avoir a` les parcourir explicitement. La re´duction de
l’espace de recherche est effectue´e au travers de la propagation de chaque contrainte mise en jeu dans le
CSP, via un me´canisme appele´ filtrage. Le filtrage consiste en l’examen de chaque variable non encore
assigne´e (ou instancie´e), en vue de supprimer de son domaine toute valeur inconsistante, c.-a`-d., toute
valeur qui si elle e´tait assigne´e a` cette variable violerait au moins une des contraintes mises en jeu dans
le CSP. Malheureusement, de´tecter et supprimer pour chaque variable toutes les valeurs inconsistantes
rele`ve tre`s souvent d’un proble`me NP-difficile. C’est pour cela que le couple « propagation-recherche »
est ge´ne´ralement indissociable et qu’un des enjeux majeurs de la programmation par contraintes reste la
recherche d’un juste e´quilibre entre l’efficacite´, en terme du temps de calcul, et le rendement effectif1, en
terme de filtrage. En d’autres termes, lors de la conception de contraintes, il est primordial de trouver un
e´quilibre entre le temps de calcul de l’algorithme effectuant le filtrage de la contrainte et la quantite´ ef-
fective de valeurs inconsistantes de´tecte´es (ce qui permet bien souvent en pratique, de re´duire de manie`re
effective la taille de l’espace de recherche a` parcourir).
1.2 Les contraintes globales
Une contrainte globale [BvH03] permet d’exprimer une relation logique entre un nombre non fixe´ de
variables mises en jeu dans un CSP. La contrainte globale la plus connue est, sans conteste, la contrainte
de diffe´rence [Re´g94] alldifferent(v1, v2, . . . , vn) qui exprime que toutes les valeurs affecte´es aux variables
v1, v2, . . . , vn doivent eˆtre deux a` deux distinctes. L’inte´reˆt d’une telle contrainte de´passe clairement le gain
en expressivite´ qu’elle offre par rapport a` une repre´sentation base´e sur n×(n−1)2 contraintes de diffe´rence
binaires du type vi 6= vj . En effet, le rendement effectif de l’algorithme de filtrage qui lui est associe´
de´passe largement la capacite´ de´ductive de « simples » contraintes de diffe´rences binaires. D’une manie`re
plus ge´ne´rale, c’est le comportement recherche´ pour ce type de contrainte dont l’efficacite´, en terme de
temps de calcul, constitue la principale limite. Ainsi, comme c’est le cas pour la contrainte alldifferent, si
un algorithme de filtrage polynomial supprime du domaine de chaque variable toute valeur n’appartenant
a` aucune solution compatible alors on dira que cet algorithme effectue un filtrage complet des domaines
des variables. Cependant, beaucoup de contraintes globales servent a` mode´liser des proble`mes qui sont
intrinse`quement NP-complets, ce qui, bien entendu, entraˆıne que seul un filtrage partiel des domaines
des variables peut eˆtre effectue´ au travers d’un algorithme polynomial. C’est par exemple le cas de la
contrainte nvalue2 dont l’un des aspects est lie´ au proble`me de «minimum hitting set » [Bel01, BHHW04].
Finalement, le caracte`re « global» de ce type de contrainte permet aussi de simplifier le travail du re´solveur
par le fait qu’il fournit toute ou partie de la structure du proble`me a` re´soudre.
1.3 Les contraintes de partitionnement de graphe
Les contraintes de´crivant les proprie´te´s de graphes sont conside´re´es comme une nouvelle e´tape de la
recherche en programmation par contraintes. Quelques exemples connus sont les contraintes de chemin
Hamiltonien et d’arbre couvrant propose´es dans ALICE [Lau78], qui ont e´te´ suivies des contraintes de cycle
1Le rendement effectif d’un algorithme de filtrage peut eˆtre vu comme sa capacite´ de´ductive en terme de valeurs
inconsistantes de´tecte´es dans le domaine de chaque variable qu’il met en jeu.
2La contrainte nvalue permet de restreindre le nombre de valeurs distinctes assigne´es a` un ensemble de variables.
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et de chemin introduites dans les premie`res versions de CHIP [DvHS+88] et d’Ilog Solver [Pug94]. Ces
dernie`res anne´es ont donne´ lieu a` une explosion des travaux sur les contraintes associe´es aux proprie´te´s de
graphes. On peut en particulier retenir les contraintes de cycle [BC94, PS02, KH06], de chemins [JKK+99,
Sel03, CB04, QvRDC06], d’arbres [PU06b], de connexite´ [PU06a], ou encore des travaux plus ge´ne´raux
portant sur des ensembles de proprie´te´s de graphes [BPR05, BCDP07].
La complexite´ de de´veloppement des contraintes de partitionnement de graphe et, plus ge´ne´ralement,
des contraintes mettant en jeu des proprie´te´s de graphes, repose a` la fois sur la repre´sentation des graphes
en terme de structures de donne´es, et sur l’efficacite´ de l’imple´mentation des algorithmes maintenant en jeu
les proprie´te´s ne´cessaire pour filtrer les domaines des variables. Bien entendu, le choix de la repre´sentation
et l’efficacite´ d’imple´mentation sont tre`s fortement lie´s. Cet aspect des contraintes de partitionnement de
graphe sera discute´ plus en de´tail dans la suite de ce document.
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La mode´lisation de graphes dans les contraintes globales constitue un point cle´ dans la re´solution deproble`mes lie´s au partitionnement de graphe. Lors de la conception de telles contraintes, le type de
variables choisies constitue un facteur de´cisif quand a` l’imple´mentation des algorithmes qu’elles mettent
en jeu. Dans ce contexte, nous discutons tout d’abord de diffe´rentes manie`res de repre´senter les graphes,
en terme de variables, au sein du paradigme qui constitue la programmation par contraintes (section 2.1).
Ensuite, nous de´taillons plus pre´cise´ment les niveaux de consistance les plus e´leve´s atteignables par
une contrainte prenant en parame`tre des graphes (section 2.2 page 21). Finalement, nous rappelons
certains concepts fondamentaux de la the´orie des graphes qui seront utilise´s tout au long de ce document
(section 2.3 page 21).
2.1 Repre´senter une famille de graphes
Les proble`mes lie´s au partitionnement de graphe peuvent souvent se voir comme la recherche d’un graphe
partiel1, ve´rifiant certaines proprie´te´s, induit par un graphe initial constituant la donne´e de base du
proble`me. Par la suite, nous appellerons famille de graphes l’ensemble des graphes partiels induits par un
graphe initial. L’objet de cette section est d’introduire certaines repre´sentations de familles de graphes
en programmation par contraintes, permettant de mode´liser l’ensemble des graphes partiels induit par
un graphe initial donne´.
Nous introduisons dans cette section deux mode´lisations possibles d’une famille de graphes en terme de
variables, l’une permettant de mode´liser une famille de graphes non-oriente´s, l’autre de´die´e au cas d’une
famille de graphes oriente´s. Dans les deux cas, les repre´sentations permettent d’exprimer tout graphe
partiel d’un graphe oriente´ (resp. non-oriente´) G = (V, E) engendre´ par un sous-ensemble d’arcs (resp.
areˆtes) S ⊆ E .
1Un graphe partiel G′ = (V,S) engendre´ par un graphe G = (V, E) est tel que S ⊆ E.
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(c) G′′ = (V, E ′′), E ′′ ⊆ E
Fig. 2.1 – Le graphe non-oriente´ G = (V, E) repre´sente le graphe initial. Les graphes G′ et G′′ sont deux
repre´sentants de la famille des graphes non-oriente´s induits par G ; il s’agit de deux graphes partiels
non-oriente´s induits par G.
Les deux types classiques de variables connues en programmation par contraintes sont les variables
entie`res et les variables ensemblistes. Elles peuvent eˆtre de´finies de la manie`re suivante :
De´finition 1 (Variable entie`re). Une variable entie`re Vi prend sa valeur dans un ensemble fini d’entiers
note´ D(Vi). La plus petite et la plus grande valeur de D(Vi) sont respectivement note´es min(Vi) et max(Vi).
De´finition 2 (Variable ensembliste). Le domaine d’une variable ensembliste Vs est un ensemble d’en-
sembles finis d’entiers. Il est de´crit par sa borne infe´rieure (ou noyau) Vs et sa borne supe´rieure (ou
enveloppe) Vs. Toute valeur de Vs est contenu dans Vs et toute valeur de Vs est contenu dans Vs. Lorsque
la variable ensembliste est fixe´e alors Vs = Vs. Les valeurs dans Vs sont dites valeurs obligatoires et les
valeurs de Vs \ Vs sont dites valeurs potentielles.
Nous sommes maintenant en mesure de mode´liser une famille de graphes non-oriente´s (figure 2.1) et
une famille de graphes oriente´s (figure 2.2 page ci-contre).
De´finition 3 (Famille de graphes non-oriente´s). E´tant donne´ un graphe initial G = (V, E), la famille
de graphes repre´sentant l’ensemble des graphes partiels de G est de´finie par l’association d’une variable
ensembliste Vv a` chaque sommet v de V tel que, pour chaque areˆte (u, v) ∈ E, si u ∈ Vv alors v ∈ Vu.
Proprie´te´ 1. Toute assignation comple`te des variables ensemblistes mode´lisant un graphe G = (V, E),
telle que u ∈ Vv, de´finit un graphe partiel de G.
De´finition 4 (Famille de graphes oriente´s). E´tant donne´ un graphe oriente´ G = (V, E), la famille de
graphes repre´sentant l’ensemble des graphes partiels de G est de´finie par l’association d’une variable
entie`re Vv a` chaque sommet v de V tel que, pour chaque arc (v, w) ∈ E, on a bien w ∈ D(Vv).
Proprie´te´ 2. Toute assignation comple`te des variables entie`res mode´lisant un graphe oriente´ G = (V, E)
de´finit un graphe partiel G′ = (V,S) de G tel que pour chaque sommet v ∈ V, il existe un unique successeur
w ∈ V ou` (v, w) ∈ S.
Notons que ces deux mode´lisations ne constituent pas la seule approche possible. En effet, Dooms et
al. proposent un cadre spe´cifique de mode´lisation directe des graphes en programmation par contraintes :
CP(Graph) [DDD05]. L’intuition de ce mode`le est base´e sur le fait que proposer une repre´sentation d’un
graphe par, a` la fois une relation sur ses sommets (comme celle que nous proposons), et une relation sur
ses arcs (ge´ne´ralement, il s’agit d’une mode´lisation par une matrice de variables boole´ennes statuant sur
l’appartenance d’un arc a` au moins une solution) est strictement plus expressive qu’une repre´sentation
base´e uniquement sur l’une de ces deux alternatives. Cette intuition prend sa source dans les travaux de
B. Courcelle [Cou97] base´s sur une logique univalente du second ordre permettant d’exprimer certaines
proprie´te´s de graphes (par exemple, l’existence d’un chemin entre deux sommets donne´s du graphe).
Malheureusement, cette logique n’est pas exploite´e pour e´valuer (ou filtrer) par rapport a` une proprie´te´
de graphe.
Dans la suite de ce document, nous proposerons une mode´lisation des graphes base´e sur les de´finitions 3
et 4. Cependant, le choix d’e´carter la mode´lisation introduite dans CP(Graph) a e´te´ motive´e par le fait
que nous ne souhaitions pas, pour l’heure, introduire ce nouveau type de variables dans le re´solveur de
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Fig. 2.2 – Le graphe oriente´ G = (V, E) repre´sente le graphe initial. Les graphes oriente´s G′ et G′′ sont
deux repre´sentants de la famille des graphes induit par G ; Il s’agit de deux graphes partiels oriente´s
induits par G ve´rifiant que chaque sommet de V posse`de un unique successeur.
contrainte Choco (http://choco.sf.net/) qui sera utilise´ pour les diffe´rentes expe´rimentations. En effet,
meˆme si les variables graphes permettent un bon niveau d’expressivite´ pour des contraintes de graphes,
les difficulte´s de gestion des interactions avec les autres contraintes du re´solveur, qui utilisent des variables
entie`res et ensemblistes, nous ont convaincus de rester sur une approche plus « classique ».
2.2 Niveaux de consistance
Afin de pouvoir caracte´riser le comportement de l’algorithme de filtrage d’une contrainte mentionnant des
variables entie`res et/ou ensemblistes d’un point de vue de´ductif, nous introduisons la notion de niveaux
de consistance. Plus pre´cise´ment, a` partir des deux de´finitions de variables entie`res et ensemblistes, nous
introduisons les de´finitions relatives aux deux niveaux de consistances les plus e´leve´s respectivement
atteignables, par une contrainte, dans le cas de variables entie`res seules et le cas de l’utilisation conjointe
de variables entie`res et de variables ensemblistes.
De´finition 5 (Arc-Consistance Ge´ne´ralise´e [Mac77, MF85]). Une contrainte C, de´finie sur les variables
entie`res V d1 , . . . , V
d
l , atteint l’arc-consistance ge´ne´ralise´e ssi pour chaque paire (V
d, v) telle que V d est
une variable entie`re de C et v ∈ D(V d), il existe au moins une solution respectant C dans laquelle la
valeur v est assigne´e a` la variable V d.
De´finition 6 (Consistance-Hydride [BHH+05, BKL06]). Une contrainte C, de´finie sur les variables en-
tie`res V d1 , . . . , V
d
l et sur les variables ensemblistes V
s
l+1, . . . , V
s
n , est hybride-consistante ssi :
1. pour chaque paire (V d, v) telle que V d est une variable entie`re de C et v ∈ D(V d), il existe au moins
une solution respectant C dans laquelle la valeur v est assigne´e a` V d ;
2. pour toute paire (V s, v) telle que V s est une variable ensembliste de C, si v ∈ V s alors v appartient
a` l’ensemble assigne´ a` V s dans toutes les solutions respectant C et si v ∈ V s \V s alors v appartient
a` l’ensemble assigne´ a` V s dans au moins une solution et est exclue de cet ensemble dans au moins
une solution.
2.3 De´finitions et proprie´te´s de graphes utiles
De nombreux algorithmes de filtrage mettant en jeu des contraintes mode´lisant des proble`mes de graphes
(ou des contraintes globales mode´lisables en terme de la recherche d’un graphe ve´rifiant certaines pro-
prie´te´s) sont intrinse`quement lie´s a` des notions classiques faisant partie de la the´orie des graphes. Dans
ce contexte, l’objet de cette section est de rappeler un ensemble de de´finitions, notations et the´ore`mes
lie´s a` la the´orie des graphes qui seront utilise´s tout au long de ce document.
2.3.1 De´finitions ge´ne´rales
Nous introduisons dans cette section les de´finitions communes aux graphes, qu’ils soient oriente´s ou non.
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De´finition 7 (Graphe). Un graphe est un couple (V, E), ou` V est un ensemble d’objets appele´s les sommets
du graphe, et E est une relation binaire sur V × V. Les e´le´ments de E sont appele´s les areˆtes (arcs) du
graphe.
De´finition 8 (Ordre d’un graphe). L’ordre d’un graphe G = (V, E) est de´fini par le nombre de sommets
dans ce graphe, c.-a`-d., le nombre d’e´le´ments dans l’ensemble V.
De´finition 9 (Sous-graphe [Ber70]). E´tant donne´ un graphe G = (V, E), un sous-graphe G′ de G engendre´
par V ′ ⊂ V est de´fini par (V ′ ⊆ V, {(i, j) ∈ E | i, j ∈ V ′}).
De´finition 10 (Graphe partiel [Ber70]). E´tant donne´ un graphe G = (V, E), un graphe partiel G′ de G
engendre´ par E ′ ⊂ E est de´fini par (V, E ∩ E ′).
De´finition 11. E´tant donne´s deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2), on peut de´finir les ope´rations
suivantes :
– G1 ∪ G2 de´note l’union des graphes G1 et G2, qui est de´finie par le graphe (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2).
– G1 ∩ G2 de´note l’ intersection des graphes G1 et G2, qui est de´finie par le graphe (V1 ∪ V2, E1 ∩ E2).
– G1 ⊆ G2 de´note l’ inclusion des areˆtes (des arcs) de G1 dans G2, de´finie par V1 = V2, E1 ∪ E2 = E2
et E1 ∩ E2 = E1 ;
– G1 \V2 de´note la restriction de G1 aux sommets de V1 \V2. On de´finit la restriction sur les sommets
par (V1 \ V2, {(i, j) ∈ E1 | i /∈ V2 ∧ j /∈ V2}).
– G1 \ E2 de´note la restriction de G1 aux areˆtes (aux arcs) de E1 \ E2. On de´finit la restriction sur les
areˆtes (les arcs) par (V1, {(i, j) ∈ E1 | (i, j) /∈ E2}).
– TC (G1) de´note la fermeture transitive de G1, qui est le graphe (V1, E ′1) tel que pour tout v, w dans
V1 il existe une areˆte (un arc) (v, w) dans E ′1 ssi il existe un chemin (une chaˆıne), non vide, de v
a` w dans G1.
– TR(G1) de´note la re´duction transitive de G1, qui est le plus petit graphe (au sens de l’inclusion
d’areˆtes ou d’arcs) tel que TC (G1) = TC (TR(G1)).
De´finition 12 (Diffe´rence syme´trique). Soit S un ensemble fini et E,F deux parties de S, on appelle
diffe´rence syme´trique de E et F , note´e E ⊕F , l’ensemble constitue´ par la re´union des e´le´ments de E qui
ne sont pas dans F , et des e´le´ments de F qui ne sont pas dans E. Formellement, on e´crira :
E ⊕ F = {x ∈ S | x ∈ (E \ F ) ∨ x ∈ (F \ E)}
2.3.2 Dans le cadre des graphes non-oriente´s
Nous introduisons maintenant certains concepts relatifs aux graphes non-oriente´s qui seront utilise´s par
les contraintes d’arbres introduites dans ce document (ces diffe´rentes de´finitions sont extraites de [Ber70,
GM85]) :
De´finition 13 (Chaˆıne). Une chaˆıne de longueur q > 0 est une se´quence α = (u1, u2, . . . , uq) d’areˆtes
d’un graphe G telle que chaque areˆte de la se´quence ait une extre´mite´ en commun avec l’areˆte pre´ce´dente,
et l’autre extre´mite´ avec l’areˆte suivante.
De´finition 14 (Cycle). Un cycle est une chaˆıne α = (u1, u2, . . . , uq) telle que : (1) la meˆme areˆte ne
figure pas deux fois dans la se´quence α et, (2) les deux sommets aux extre´mite´s de la chaˆıne co¨ıncident.
De´finition 15 (Composante connexe). Un graphe G = (V, E) est dit connexe ssi pour toute paire de
sommets u et v, il existe une chaˆıne dans G reliant ces deux sommets. On peut alors extraire la relation
d’e´quivalence :
i R j ⇔
{
il existe une chaˆıne de i a` j.
ou i = j.
Les classes de cette e´quivalence constituent une partition de V en sous-graphes connexes de G, appele´s
composantes connexes de G. CC (i) de´signe la composante connexe de G, maximale au sens de l’inclusion,
contenant le sommet i de V.
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De´finition 16 (Point d’articulation, isthme). E´tant donne´ un graphe non-oriente´ G = (V, E). Un point
d’articulation de G est un sommet dont la suppression augmente le nombre de composantes connexes de
G. Un isthme de G est une areˆte e de E dont le retrait augmente le nombre de composantes connexes de
G.
De´finition 17 (2-connexite´). Un graphe est dit 2-connexe si et seulement s’il est connexe, d’ordre n ≥ 3
et, n’admet pas de points d’articulation.
De´finition 18 (Couplage, sommet sature´, couplage maximum). Soit G = (V, E) un graphe non-oriente´.
Un couplage dans G est un sous-ensemble d’areˆtes M ⊂ E, tel que deux areˆtes de M ne sont pas adja-
centes. Un sommet u de G est dit sature´ par le couplage M s’il existe une areˆte de M incidente a` u. Un
couplage maximum est un couplage de cardinalite´ maximale.
2.3.3 Dans le cadre des graphes oriente´s
Nous introduisons maintenant certains concepts relatifs aux graphes oriente´s utilise´s dans ce document :
De´finition 19 (Sommet puits). Un sommet puits dans un graphe oriente´ G = (V, E) est un sommet p
tel qu’il n’existe pas d’arc (p, i) dans E, quel que soit i 6= p dans V.
De´finition 20 (Chemin). Un chemin de longueur q > 0 est une se´quence α = (u1, u2, . . . , uq) d’arcs
d’un graphe G telle que chaque arc de la se´quence ait son origine en commun avec l’extre´mite´ terminale
de l’arc pre´ce´dent, et son extre´mite´ terminale avec l’origine de l’arc suivant.
De´finition 21 (Circuit). Un circuit est un chemin α = (u1, u2, . . . , uq) telle que : (1) le meˆme arc ne
figure pas deux fois dans la se´quence α et, (2) les deux sommets aux extre´mite´s du chemin co¨ıncident.
De´finition 22 (Composante fortement connexe et graphe re´duit [GM85]). Un graphe oriente´ G = (V, E)
est dit fortement connexe ssi, e´tant donne´ deux sommets quelconques i et j de V, il existe un chemin de
i vers j. On peut alors extraire la relation d’e´quivalence suivante :
i R j ⇔
{
il existe a` la fois un chemin de i a` j et de j a` i.
ou i = j.
Les classes d’e´quivalence induites sur V par cette relation forment une partition V1, . . . ,Vq. Les sous-graphes
de G engendre´s par les sous-ensembles V1, . . . ,Vq sont appele´s composantes fortement connexes de G. Le
graphe re´duit Gr est de´fini par le quotient du graphe G avec la relation de forte connexite´ Gr = G \R ; A`
chaque composante fortement connexe (CFC) de G est associe´ un sommet de Gr et a` l’ensemble d’arcs
reliant une premie`re CFC de G a` une seconde CFC de G correspond un arc unique de Gr. La notation
CFC (i) de´signe la composante fortement connexe de G, maximale au sens de l’inclusion, contenant le
sommet i ∈ V.
De´finition 23 (Degre´ [Ber70]). Soit G = (V, E) un graphe oriente´ G = (V, E). Si un sommet u de
V est l’extre´mite´ initiale d’un arc (u, v) de E, on dit que cet arc est incident a` u vers l’exte´rieur. Le
nombre d’arcs dans lesquels u est l’extre´mite´ initiale dans G se note d+G (u). Ce nombre est de´signe´ par le
terme demi-degre´ exte´rieur de u. Un arc incident a` u vers l’inte´rieur et le demi-degre´ inte´rieur d−G (u) se
de´finissent de la meˆme manie`re. Le degre´ d’un sommet u est donne´ par dG(u) = d
+
G (u) + d
−
G (u).
De´finition 24 (Anti-arborescence). Un graphe partiel T d’un graphe oriente´ G = (V, E) est une anti-
arborescence de racine r ∈ V, si c’est un arbre enracine´ en r (c.-a`-d., le sommet r est sommet puits de
T ), oriente´ des feuilles vers la racine.
De´finition 25 (Sommet dominant [LT79]). E´tant donne´ un graphe oriente´ G et deux sommets i et j
de G tels qu’il existe au moins un chemin de i a` j ; un sommet d est un sommet dominant le sommet
j par rapport au sommet i ssi il n’existe pas de chemin de i a` j dans G \ {d}. L’ensemble des sommets
dominants j par rapport a` i est note´ DOM<G,i>(j).
Les notations suivantes sont spe´cifiquement introduites dans le cadre du partitionnement d’un graphe
oriente´ par des arbres (Chapitres 4 page 47 et 5 page 65).
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Notation 1 (Composante puits d’un graphe). E´tant donne´ une graphe G et une cfc C de G, s’il n’existe
pas un arc (u, v) de G tel que u ∈ C et v /∈ C alors, C est appele´e composante puits.
Notation 2 (Racines potentielles d’un graphe). Un sommet v de V, tel que (v, v) appartient a` E, est
appele´ racine potentielle. Par extension, un arc (v, v) de E est appele´ boucle. Une cfc de G contenant au
moins une racine potentielle est appele´e composante enracine´e.
Notation 3 (Sommet particulier dans une composante fortement connexe). Un sommet u de V est appele´
porte de la cfc le contenant ssi il existe un arc (u, v) appartenant a` E tel que v n’appartient pas a` la cfc
contenant u. Par extension, un arc (u, v) de E tel que u et v n’appartiennent pas a` la meˆme cfc est appele´
arc connectant.
2.3.4 The´orie des flots
Cette section rappelle trois de´finitions issues de [Ber70, p.72] de´finissant les notions essentielles de la
the´orie des flots.
De´finition 26. Soit A un ensemble de sommets d’un graphe G = (V, E), soit ω+(A) l’ensemble d’arcs
sortant de A, et soit ω−(A) l’ensemble d’arcs entrant sur A. Un cocycle est un ensemble d’arcs ω(A) =
ω+(A) ∪ ω−(A).
De´finition 27 (Re´seau). Soit N = (V ∪ {s, t}, E) un graphe oriente´ tel qu’a` chaque arc (i, j) de E est
associe´e une borne infe´rieure ℓij repre´sente´e par un entier non-ne´gatif, et une capacite´ cij repre´sente´e,
elle-aussi, par un entier non-ne´gatif (ℓij ≤ cij). Pour chaque sommet i, distinct de s et t, il existe un
chemin dans N de s a` i et un chemin de i a` t. Il y a aussi un arc de t a` s, appele´ arc de retour de N .
De´finition 28 (Flot). Un flot dans un re´seau N = (V ∪ {s, t}, E) est de´fini par une fonction f : E 7→ N
telle que :
1. Contraintes de capacite´ : quel que soit (i, j) de E, f(i, j) appartient a` [lij , cij ].
2. Conservation du flot :
∀x ∈ V,
∑
(i,x)∈ω−({x})
f(i, x) =
∑
(x,j)∈ω+({x})
f(x, j) (2.1)
Un flot global F(N ) d’un re´seau N est fourni par :
F(N ) =
∑
(s,j)∈ω+({s})
f(s, j) (2.2)
The´ore`me 1 (Hoffman). E´tant donne´ un re´seau N = (V, E) de´fini par une fonction f : E 7→ N telle que
pour tout (i, j) de E, fij ∈ [ℓij , cij ], il existe un flot compatible dans N ssi pour tout cocycle ω(A) de N ,
on a : ∑
(i,j)∈ω+(A)
cij −
∑
(i,j)∈ω−(A)
ℓij ≥ 0 (2.3)
2.4 Imple´mentation des graphes et complexite´
Nous nous inte´ressons ici a` pre´ciser les hypothe`ses que nous avons faites dans ce document sur les temps
de calculs permettant d’effectuer les ope´rations basiques manipulant des graphes. Nous nous plac¸ons dans
le cadre d’un graphe oriente´ ou non G = (V, E), tel que |V| = n et |E| = m.
Nous allons supposer que les graphes sont repre´sente´s par des structures de donne´es Java du type
BitSet ou HashSet. Plus pre´cise´ment, nous supposerons qu’un graphe peut eˆtre vu de deux manie`res
distinctes :
– Le graphe est repre´sente´ par un tableau T [ ] de BitSet. Quelque soit i ∈ [0, n], T [i] de´signe le
BitSet repre´sentant l’ensemble des voisins (successeurs) du sommet d’index i.
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– Le graphe est repre´sente´ par une collection d’objets de type Sommet de´finis par un index de type
Integer et une liste de type HashSet<Sommet> de´signant l’ensemble des sommets voisins (succes-
seurs) du sommet i.
Avec ce type d’imple´mentation, les ope´rations basiques ont les complexite´s suivantes :
– Le test d’appartenance d’une areˆte (arc) au graphe G est exe´cute´ en temps constant.
– L’e´nume´ration des voisins (successeurs) d’un sommet du graphe G est exe´cute´e en temps propor-
tionnel au nombre de voisins (successeurs) du sommet conside´re´.
– L’ajout d’une areˆte (arc) dans le graphe G est effectue´ en temps constant.
– La suppression d’une areˆte (arc) dans le graphe G est effectue´e en temps constant.
– L’intersection de l’ensemble des areˆtes (arcs) de deux graphes G et G′ est effectue´e en temps pro-
portionnel a` la somme du nombre d’areˆtes dans G et G′.
Dans la suite du document, les complexite´s annonce´es supposerons que les ope´rations basiques de´crites
ci-dessus sont respecte´es.
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Chapitre 3
Contraintes d’arbre dans les graphes
non-oriente´s
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Dans ce chapitre, nous pre´sentons deux contraintes qui partitionnent les sommets d’un graphenon-oriente´ G = (V, E), ou` |V| = n et |E| = m, en un ensemble d’arbres disjoints. La premie`re
contrainte, resource-forest, spe´cifie que chaque arbre dans la foreˆt doit contenir au moins un sommet
ressource. L’ensemble des ressources est un sous-ensemble de sommets R inclus dans V. Nous de´crivons
un algorithme de consistance-hybride (voir de´finition 6 page 21) pour la contrainte resource-forest ayant
une complexite´ de O(m + n). La seconde contrainte, proper-forest, est une variante de la premie`re ne
ne´cessitant pas que chaque arbre contienne une ressource. Cependant, tout arbre construit doit eˆtre un
arbre propre, c.-a`-d., un arbre contenant au moins deux sommets. Nous avons de´veloppe´ un algorithme
de consistance-hybride ayant une complexite´ en O(mn) au pire des cas, et en O(m
√
n) dans la plupart
des cas.
La contrainte resource-forest peut s’appliquer au proble`me classique de conception de re´seaux qui
consiste a` conside´rer un graphe non-oriente´ G = (V, E) ou` R ⊆ V est un ensemble de sommets correspon-
dant a` un type de ressources, par exemple des imprimantes. Les sommets restant repre´sentent des taˆches
(ou clients, ou encore utilisateurs). Le proble`me est de couvrir tous les sommets du graphe par des arbres
(re´seaux) tels que chaque arbre contienne au moins un sommet ressource (ce qui signifie par exemple que
chaque re´seau doit avoir au moins une imprimante).
La deuxie`me variante de la contrainte de partitionnement, appele´e proper-forest, spe´cifie que le graphe
doit eˆtre une foreˆt contenant NTREE arbres propres, comme le de´finit A. CAYLEY en 1889 [Cay89]. Un
arbre propre est un graphe connexe, sans cycle, contenant au moins deux sommets. Remarquons que dans
le cas de la contrainte proper-forest la notion de ressource n’existe pas (ou, de manie`re e´quivalente on
peut conside´rer que tout sommet est une ressource). Elle peut eˆtre utilise´e pour la conception de re´seaux
insensibles aux coupures, par exemple, chaque re´seau doit contenir au moins deux ordinateurs de sorte
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qu’ils puissent se soutenir l’un l’autre. La contrainte proper-forest est plus complexe que son pendant
avec ressources. En effet, nous de´taillerons un algorithme de filtrage ayant une complexite´ en O(mn),
domine´e par la complexite´ de de´terminer les areˆtes du graphe qui appartiennent a` au moins un couplage
de cardinalite´ maximum. Comme nous le verrons, ce cas se produit lorsque le domaine de NTREE est fixe´
a` une certaine valeur. Dans tous les autres cas, l’algorithme est base´ sur la recherche d’un couplage de
cardinalite´ maximum dans le graphe, ce qui est effectue´ avec une complexite´ en O(m
√
n).
Comme ces deux contraintes mettent en jeu aussi bien des variables entie`res que des variables en-
semblistes, leurs algorithmes de filtrage garantissent la consistance-hybride. La section 3.1 introduit les
contraintes resource-forest et proper-forest . Les sections 3.2 page 32 et 3.3 page 38 pre´sentent respective-
ment les algorithmes de filtrage des contraintes resource-forest et proper-forest.
3.1 Les contraintes resource-forest et proper-forest
Dans cette section, nous introduisons et motivons les contraintes resource-forest et proper-forest, nous
de´finissons les graphes correspondants, et fournissons des exemples qui illustrent la se´mantique de chaque
contrainte ainsi que la proble´matique du filtrage dans le cadre de la consistance-hybride.
Dans beaucoup de proble`mes de partitionnement de graphe, l’ensemble des sommets du graphe a`
partitionner est constitue´, d’une part, par un ensemble de sommets ressources et d’autre part, par un
ensemble de sommets taˆches. Inde´pendamment du patron utilise´ pour partitionner le graphe, cette dis-
tinction entre deux types de sommet traduit le besoin de garantir l’existence d’au moins un sommet
ressource dans chaque partition. Cette distinction entre les sommets ressources et les sommets taˆches
fut initialement introduite dans le cadre de la contrainte cycle [BC94]. Un exemple d’application pour la
contrainte cycle est le proble`me de planification de tourne´es de ve´hicules qui consiste a` allouer un en-
semble de camions (ressources) livrant des marchandises a` un ensemble de magasins (taˆches) en attente
de produits. Dans notre cas, la contrainte resource-forest peut eˆtre utilise´e pour mode´liser le proble`me
d’allocation de ressources mate´rielles partage´es dans un re´seau. Ici, une ressource correspond a` un type
de mate´riel informatique qui doit eˆtre partage´ sur un re´seau (par ex., une imprimante) et une taˆche
repre´sente le mate´riel susceptible d’utiliser cette ressource (par ex., un ordinateur). Une solution (c.-a`-d.,
une partition du graphe initial par une foreˆt) est un re´seau dans lequel chaque ordinateur sera connecte´
a` au moins une imprimante.
En 1889, A. CAYLEY [Cay89] introduisit la de´finition formelle d’un arbre comme celle d’un graphe
connexe, sans cycle, contenant au moins deux sommets. Dans la suite, nous appellerons les arbres de´finis
par Cayley des arbres propres. Alors, une foreˆt propre sera de´finie comme un ensemble fini d’arbres propres.
Ainsi, la contrainte proper-forest partitionne les sommets d’un graphe non-oriente´ en un ensemble de
sommets disjoints formant des arbres propres. Plus formellement, la figure 3.1 pre´sente la mode´lisation
des contraintes resource-forest et proper-forest.
Les contraintes resource-forest et proper-forest sont de´finies par une variable entie`re NTREE
ainsi que par la collection VER des n sommets v1, v2, . . . , vn du graphe a` partitionner. A` chaque
sommet vi est associe´ un ensemble d’attributs de´finis de la manie`re suivante :
– L est un entier compris entre 1 et n qui peut eˆtre interpre´te´ comme le nom du sommet vi ;
– N est une variable ensembliste dont les e´le´ments sont des entiers (c.-a`-d., les noms de sommets)
compris entre 1 et n. Les bornes infe´rieures et supe´rieures de N peuvent eˆtre respectivement
interpre´te´es comme l’ensemble des voisins obligatoires et l’ensemble des voisins possibles ou
obligatoires du sommet vi ;
– R (seulement dans le cas de la contrainte resource-forest) est un boole´en qui est vrai si le
sommet vi est un sommet ressource et faux sinon ;
Fig. 3.1 – De´finition des parame`tres des contraintes resource-forest et proper-forest.
Notation 4 (Attributs associe´s a` une contrainte d’arbre). Quel que soit un entier i compris entre 1 et
n, VER[i] de´signe le i-e`me item de la collection VER, alors que VER[i].L, VER[i].N, et VER[i].R repre´sentent
respectivement les attributs L, N et R de VER[i].
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Lorsque l’on conside`re des contraintes globales, il est tre`s souvent plus facile de raisonner directement
sur le graphe mode´lisant la contrainte globale en question que de raisonner directement sur ses variables
(voir e´galement les contraintes cycle [BC94], path [Sel02, Sel03], et alldifferent [Re´g94]). Dans le cadre des
contraintes resource-forest et proper-forest, le mode`le de graphe est direct (voir de´finition 3 page 20) : il
s’agit d’un graphe non-oriente´ G = (V, E) dans lequel les sommets repre´sentent des e´le´ments de VER et les
areˆtes repre´sentent la relation de voisinage entre ces derniers. Dans toutes les figures qui suivent, chaque
areˆte du graphe est type´e (solide ou pointille´) pour indiquer si elle repre´sente une relation de voisinage
obligatoire (solide) ou potentielle (pointille´).
Sachant qu’il s’agit d’un pre´-traitement line´aire dans le nombre de sommets du graphe G, nous sup-
poserons dans la suite de ce chapitre que le graphe G associe´ ne contient aucune boucle et qu’il est
syme´trique, c.-a`-d., i ∈ VER[j].N ⇔ j ∈ VER[i].N (dans ce cas nous dirons que i et j sont des voisins
obligatoires) et i ∈ VER[j].N ⇔ j ∈ VER[i].N (dans ce cas, si i et j ne sont pas des voisins obligatoires alors
se sont des voisins potentiels). Remarquons que cette e´tape de pre´-traitement permet de de´couvrir que la
contrainte n’a pas de solution. Ceci peut se produire si i ∈ VER[i].N (il y a une boucle obligatoire) ou si
∃i, j : i ∈ VER[j].N ∧ j /∈ VER[i].N (i est un voisin obligatoire de j mais j n’est pas un voisin possible de i).
Formellement, le graphe associe´ aux contraintes resource-forest et proper-forest est de´fini de la manie`re
suivante :
De´finition 29. Que l’on conside`re une contrainte resource-forest ou une contrainte proper-forest, le
graphe associe´ est le graphe non-oriente´ G = (V, E) pour lequel V = {vi : i ∈ [1, n]} et (vi, vj) ∈ E
ssi i ∈ VER[j].N ∧ j ∈ VER[i].N. Nous distinguons les areˆtes solides de celles en pointille´ de la manie`re
suivante : l’areˆte (vi, vj) ∈ E est solide si i et j sont des voisins obligatoires et elle sera en pointille´ si i
et j sont des voisins possibles. Pour finir, nous noterons le nombre d’areˆtes, |E|, dans le graphe par m.
Dans le cas de la contrainte resource-forest, nous ferons une distinction entre les sommets ressources
et les sommets taˆches ; l’ensemble des sommets ressources R est {vi : VER[i].R = true}. Tout sommet dans
V \ R est un sommet taˆche.
La contrainte resource-forest spe´cifie que le graphe associe´ doit eˆtre une foreˆt dans laquelle chaque
arbre contient au moins une ressource. La contrainte proper-forest spe´cifie, quant a` elle, que le graphe
associe´ doit eˆtre une foreˆt propre. Formellement, on dira :
De´finition 30. Une contrainte resource-forest(NTREE, VER) est satisfaite ssi les conditions suivantes sont
ve´rifie´es :
1. ∀i ∈ [1, n] : VER[i].L = i ;
2. ∀i, j ∈ [1, n] : i ∈ VER[j].N⇔ j ∈ VER[i].N (c.-a`-d., la relation de voisinage est syme´trique) ;
3. Le graphe G associe´ contient NTREE composantes connexes telles que chacune contient au moins un
sommet de R et ne contient pas de cycles.
De´finition 31. Une contrainte proper-forest(NTREE, VER) est satisfaite ssi les conditions suivantes sont
ve´rifie´es :
1. ∀i ∈ [1, n] : VER[i].L = i ;
2. ∀i, j ∈ [1, n] : i ∈ VER[j].N⇔ j ∈ VER[i].N (c.-a`-d., la relation de voisinage est syme´trique) ;
3. Le graphe G associe´ est une foreˆt de NTREE arbres propres disjoints.
Avant de pouvoir de´crire les algorithmes de filtrage des contraintes resource-forest et proper-forest , nous
introduisons le graphe obligatoire Gsure et le graphe possible Gmaybe associe´ au graphe G. Un exemple est
fourni dans la Figure 3.2 page suivante.
De´finition 32. (Graphe obligatoire) E´tant donne´ une contrainte resource-forest ou proper-forest et son
graphe associe´ G, le graphe Gsure contient toutes les areˆtes qui doivent eˆtre dans la foreˆt. Formellement,
Gsure = (V, Esure), ou` Esure est l’ensemble des areˆtes solides de G.
De´finition 33. (Graphe possible) E´tant donne´ une contrainte resource-forest ou proper-forest et son
graphe associe´ G, le graphe Gmaybe contient le sous-graphe induit par les sommets qui ne sont pas incidents
aux areˆtes obligatoires. Formellement, Gmaybe = (Vmaybe , Emaybe), ou` Vmaybe contient tous les sommets
qui sont isole´s dans Gsure et Emaybe = E ∩ (Vmaybe × Vmaybe).
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(a) Le graphe Gsure associe´ avec le graphe de la Figure 3.3(a) page suivante.
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(b) Le graphe Gmaybe associe´ avec le graphe de la Figure 3.3(a) page ci-contre.
Fig. 3.2 – Les graphes Gsure et Gmaybe associe´s avec le graphe de la figure 3.3(a) page suivante.
L’exemple suivant sera utilise´ dans la premie`re partie de ce chapitre pour illustrer les contraintes resource-
forest et proper-forest .
Exemple 1. La figure 3.3(a) page suivante montre le graphe G donne´ en entre´e, ou` les areˆtes obligatoires
sont marque´es d’un trait solide et les autres sont marque´es en pointille´. Les figures 3.3(b) page ci-contre
et 3.3(c) page suivante montrent deux solutions possibles pour la contrainte resource-forest, la premie`re
avec deux arbres et la deuxie`me avec trois. Dans les deux cas, la contrainte resource-forest est effectivement
satisfaite car chacun des arbres contient au moins un sommet ressource (c.-a`-d., les sommets grise´s 8, 15
et 17). Les Figures 3.3(b) page ci-contre et 3.3(d) page suivante montrent deux solutions possibles pour
la contrainte proper-forest, avec respectivement deux et sept arbres propres (c.-a`-d., aucun des arbres ne
correspond a` un sommet isole´).
Un algorithme atteignant la consistance-hybride pour la contrainte resource-forest sur G devrait de´-
couvrir qu’au vu des valeurs pre´sentes dans le domaine de NTREE, l’areˆte marque´e par Mr, c.-a`-d., l’areˆte
(6, 8), est obligatoire. En effet, l’absence de l’areˆte (6, 8) cre´e une composante connexe sans sommet res-
source. D’autre part, l’areˆte (5, 7) (e´tiquete´e par Fr) est interdite car elle fermerait un cycle dans G. De
plus, le domaine de NTREE devrait eˆtre restreint a` l’intersection entre ses valeurs pre´ce´dentes et l’ensemble
{2, 3}. En effet, il existe exactement 2 composantes connexes dans G ainsi que 3 sommets ressources. Si,
en entre´e, D(NTREE) = {2}, l’algorithme devrait e´galement de´couvrir que l’areˆte marque´e par Jr, c.-a`-
d., l’areˆte (13, 15), est obligatoire. En effet, cette areˆte est un isthme dans le graphe G. La Section 3.2
justifiera ce filtrage par la suite.
Un algorithme atteignant la consistance-hybride pour la contrainte proper-forest sur G devrait de´cou-
vrir que l’areˆte (13, 15) (e´tiquete´e par Mp) est obligatoire car il s’agit d’un isthme du graphe G et que par
de´finition, on ne peut pas re´duire un arbre propre a` un sommet unique. D’autre part, l’areˆte (5, 7) (e´ti-
quete´e par Fp) est interdite car elle fermerait un cycle dans G. Ensuite, cet algorithme devrait restreindre
le domaine de NTREE a` l’intersection entre ses valeurs pre´ce´dentes et l’ensemble {2, 3, 4, 5, 6, 7}. En effet,
le nombre minimum d’arbres autorise´s est directement lie´ au nombre de composantes connexes dans G (2
dans notre cas) et le nombre maximum d’arbres autorise´s peut eˆtre obtenu en calculant la somme entre le
nombre de composantes connexes de Gsure de taille au moins 2 et le nombre maximum d’arbres de taille 2
constructibles dans Gmaybe . Si, en entre´e, D(NTREE) = {7}, l’algorithme devrait e´galement de´couvrir que
les areˆtes marque´es par Ip, c.-a`-d., (2, 3), (3, 5), (4, 7), (6, 8), (11, 13) et (12, 14) sont interdites. Par la
suite, la Section 3.3 page 38 justifiera ce dernier filtrage.
3.2 Filtrer la contrainte resource-forest
Dans cette section nous e´tudions la contrainte resource-forest . Tout d’abord, la section 3.2.1 page ci-contre
de´taille une condition ne´cessaire et suffisante pour l’existence d’une solution satisfaisant cette contrainte.
Ensuite les sections 3.2.2 page 34 et 3.2.3 page 35 introduisent et de´montrent que la contrainte resource-
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(a) Pour un graphe non-oriente´ : Jr,p areˆte obligatoire quand max(NTREE) = 2,
Ip areˆte interdite quand min(NTREE) = 7, Fr,p areˆte interdite dans la cas ge´ne´ral
et, Mr,p areˆte obligatoire dans la cas ge´ne´ral.
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(b) Une solution avec 2 arbres pour les contraintes resource-forest et proper-
forest.
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(c) Une solution avec 3 arbres pour la contrainte resource-forest.
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(d) Une solution avec 7 arbres pour la contrainte proper-forest.
Fig. 3.3 – Dans la figure 3.3(a) certaines areˆtes, intervenant dans le filtrage, sont e´tiquete´es par les
symboles Mα, Fα, Jα et Iα. L’indice α est fixe´ a` la premie`re lettre de la contrainte a` laquelle est lie´ le
filtrage en question (c.-a`-d., r pour la contrainte resource-forest et p pour la contrainte proper-forest). M
de´note les areˆtes obligatoires, F les areˆtes interdites, J les areˆtes obligatoires lorsque le nombre maximum
d’arbres possibles est atteint, et I les areˆtes interdites lorsque le nombre minimum d’arbres possibles est
atteint.
-forest peut eˆtre filtre´e jusqu’a` la consistance-hybride. Finalement, la section 3.2.4 page 37 e´tudie la
complexite´ de l’algorithme de filtrage propose´.
3.2.1 Existence d’une solution pour la contrainte resource-forest
Le the´ore`me 2 fournit une condition ne´cessaire et suffisante quant a` l’existence d’une solution pour
la contrainte resource-forest . Les deux premie`res conditions de ce the´ore`me assurent qu’il existe une
partition du graphe en une foreˆt telle que chaque arbre contienne au moins un sommet ressource. La
troisie`me condition assure, quant a` elle, que le nombre d’arbres de la foreˆt appartienne au domaine de la
variable NTREE.
The´ore`me 2. Il existe une solution pour la contrainte resource-forest(NTREE, VER) ssi les conditions
suivantes sont ve´rifie´es :
(1) Gsure ne contient aucun cycle ;
(2) toute composante connexe de G contient au moins un sommet ressource ;
(3) D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] 6= ∅, ou` MINTREE est le nombre de composantes connexes de G et
MAXTREE est le nombre de composantes connexes de Gsure comportant au moins un sommet ressource.
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De´monstration. Les conditions (1), (2) et (3) sont suffisantes : pour prouver que les trois conditions
sont suffisantes, nous supposons qu’elles sont ve´rifie´es et nous montrons que pour chaque valeur k ∈
[MINTREE, MAXTREE], nous pouvons construire une foreˆt couvrante de G avec k arbres, chacun contenant
au moins un sommet ressource.
Cas 1 : k = MAXTREE. Soit T = {C1, · · · , Cp} les composantes connexes de Gsure . Par de´finition de
MAXTREE, exactement MAXTREE d’entre elles contiennent au moins un sommet ressource. Par la condition
(2), chaque composante qui ne contient pas un sommet ressource est connecte´e par une chaˆıne dans G
a` une composante en contenant au moins un. Pour obtenir une solution avec k arbres, nous fusionnons
donc chaque composante qui ne contient pas de sommets ressources avec une qui en contient un, et nous
retournons un arbre couvrant chaque composante.
Cas 2 : k < MAXTREE. Nous construisons d’abord une foreˆt de MAXTREE arbres comme dans le cas 1
et, ensuite, nous fusionnons deux arbres jusqu’a` ce qu’il ne reste plus que k arbres : tant qu’il y a trop
d’arbres, nous en se´lectionnons deux qui sont connecte´s par une areˆte e et nous les fusionnons en ajoutant
e a` la foreˆt. Comme MINTREE est le nombre de composantes connexes dans G, tant que k est strictement
supe´rieur a` MINTREE nous avons la garantie de trouver deux arbres qui peuvent eˆtre fusionne´s.
Les conditions (1), (2) et (3) sont ne´cessaires : si Gsure contient un cycle, la solution ne peut
pas eˆtre une foreˆt. S’il existe une composante connexe de G ne contenant pas de sommet ressource alors
cette dernie`re ne pourra pas eˆtre rattache´e par une chaˆıne a` un sommet ressource et l’on n’aura donc
pas de solution. Si D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] = ∅ alors nous avons max(NTREE) < MINTREE ou
min(NTREE) > MAXTREE. Dans chaque cas, la contrainte est insatisfiable : en effet, nous ne pouvons pas
cre´er moins de MINTREE arbres car un arbre doit eˆtre connexe. Maintenant nous montrons que l’on ne
peut pas cre´er plus de MAXTREE arbres. Remarquons d’abord qu’une composante connexe de Gsure ne peut
pas eˆtre casse´e, donc chaque composante de Gsure ne peut pas appartenir a` plus d’un arbre. De plus, les
sommets d’une composante ne contenant pas un sommet ressource doivent appartenir au meˆme arbre que
les sommets d’une composante contenant un sommet ressource.
3.2.2 Consistance-Hybride pour la contrainte resource-forest
L’algorithme 1 de filtrage pour la contrainte resource-forest atteint la consistance-hybride. Dans un pre-
mier temps, cet algorithme ve´rifie que la contrainte posse`de au moins une solution, en utilisant la caracte´-
risation fournit par le the´ore`me 2 page pre´ce´dente (voir ligne 1). Les lignes 2 a` 6 effectuent un filtrage en
accord avec le fait qu’une solution ne doit pas comporter de cycles (tout en ignorant le nombre d’arbres de
la foreˆt et le fait que chaque arbre doit contenir au moins un sommet ressource). A` la ligne 6 l’algorithme
supprime toute areˆte en pointille´ (u, v) ou` u et v sont connecte´s par une suite d’areˆtes solides ; comme
les areˆtes solides doivent figurer dans toute solution, cette areˆte en pointille´ cre´erait un cycle (par ex.,
l’ajout de l’areˆte en pointille´ (5, 7) de la figure 3.3(a) page pre´ce´dente cre´erait le cycle d’areˆtes solides
{(5, 7), (7, 6), (6, 5)}). Les lignes 7 a` 8 identifient les areˆtes en pointille´ qui doivent eˆtre dans une solution
car leurs retraits cre´eraient un groupe isole´ de sommets (c.-a`-d., une composante connexe) sans sommet
ressource, et les basculent en areˆtes solides (par ex., l’areˆte (6, 8) de la figure 3.3(a) page pre´ce´dente).
Pour finir, la ligne 9 met a` jour le domaine de la variable NTREE en utilisant la condition (3) du the´ore`me 2
page pre´ce´dente.
Les lignes 10 a` 13 sont exe´cute´es uniquement lorsque la variable NTREE est fixe´e. Dans ce cas, le nombre
d’arbres dans une solution est fixe´, et s’il est e´gal a` MINTREE (comme de´finit dans le The´ore`me 2 page
pre´ce´dente), tous les isthmes de G sont obligatoires et sont transforme´s en areˆtes solides. En effet, dans
le cas contraire, le nombre de composantes connexes du graphe, et par conse´quent le nombre d’arbres de
toute solution, serait strictement supe´rieur a` MINTREE (par ex., l’areˆte (13, 15) de la figure 3.3(a) page
pre´ce´dente devient obligatoire si l’on doit avoir exactement MINTREE = 2 arbres). D’un autre coˆte´, si la
valeur de NTREE est fixe´e a` MAXTREE, alors les composantes connexes de Gsure comportant au moins un
sommet ressource ne peuvent eˆtre fusionne´es entre elles sous peine de perdre un arbre et par conse´quent
de ne plus pouvoir atteindre MAXTREE. Ainsi une areˆte en pointille´ entre deux composantes de ce type ne
doit pas eˆtre dans la foreˆt et est donc supprime´e.
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Algorithme 1 Algorithme de consistance-hybride pour la contrainte resource-forest .
1. Si la contrainte n’a pas de solution (The´ore`me 2 page 33) alors Sortir sur un e´chec ;
2. Calculer les composantes connexes (CC) de Gsure ;
3. Pour chaque v ∈ V faire
4. C(v)← la CC de Gsure contenant v ;
5. Pour chaque are^te (u, v) ∈ E en pointille´ faire
6. Si C(u) = C(v) alors supprimer (u, v) du graphe ;
7. Pour chaque are^te e en pointille´ faire
8. Si le retrait de e cre´e une CC de G sans sommet ressource alors Basculer e en are^te solide ;
9. D(NTREE)← D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] ;
10. Si D(NTREE) = {MINTREE} alors
11. Pour chaque are^te e en pointille´ qui est un isthme de G faire Basculer e en are^te solide ;
12. Si D(NTREE) = {MAXTREE} alors
13. Pour chaque are^te en pointille´ e = (u, v) pour laquelle C(u) 6= C(v) et, C(u) et C(v)
contiennent un sommet ressource faire Supprimer e du graphe ;
vu
(a)
C(v)
u v
C(u)
(b)
Fig. 3.4 – Illustration de la preuve du lemme 1 : figure 3.4(a), les sommets u et v sont connecte´s par
des areˆtes solides. L’areˆte en pointille´ (u, v) cre´e un cycle, par conse´quent, elle est impossible. Elle est
supprime´e a` la ligne 6 de l’algorithme 1. Figure 3.4(b), l’areˆte (u, v) connecte deux composantes connexes
contenant chacune au moins un sommet ressource. Si D(NTREE) = {MAXTREE} = {2}, cette areˆte est
supprime´e a` la ligne 13. En effet, si elle e´tait force´e, la solution ne comporterait qu’un seul arbre.
3.2.3 Correction et comple´tude
Nous prouvons que l’algorithme 1 atteint le niveau de consistance-hybride en de´montrant les trois conjec-
tures suivantes :
1. aucune areˆte en pointille´ du graphe G, ni aucune valeur de D(NTREE) n’est supprime´e si elle appar-
tient a` au moins une solution (lemme 1) ;
2. chaque areˆte en pointille´ et chaque valeur de D(NTREE) restante participent a` au moins une solution ;
chaque areˆte en pointille´ est exclue d’au moins une solution (lemme 2 page suivante) ;
3. chaque areˆte en pointille´ transforme´e en areˆte solide appartient a` toute solution. (lemme 3 page 37)
Lemme 1. L’algorithme 1 ne supprime aucune areˆte en pointille´ du graphe, ni aucune valeur du domaine
de la variable NTREE appartenant a` une solution.
De´monstration. Supposons qu’il existe une solution S contenant une areˆte (u, v) supprime´e a` la ligne 6.
Alors, il existe une chaˆıne compose´e d’areˆtes solides depuis u jusqu’a` v (figure 3.4(a)), et ses areˆtes sont
aussi dans la solution. Mais alors, la foreˆt ainsi construite contient un cycle : c’est une contradiction. Si
une areˆte en pointille´ (u, v) e´tait supprime´e a` la ligne 13 alors, D(NTREE) = {MAXTREE}, c’est a` dire que le
nombre d’arbres composant la foreˆt serait e´gal au nombre de composantes connexes de Gsure contenant
un sommet ressource (figure 3.4(b)). De telles composantes connexes ne peuvent eˆtre « casse´es » dans la
solution, et de plus, nous savons qu’elles ne peuvent pas eˆtre fusionne´es car alors le nombre d’arbres dans
la foreˆt serait infe´rieur a` NTREE. Donc, (u, v) n’appartient a` aucune solution. Si l’algorithme supprime
une valeur possible de D(NTREE) alors, la troisie`me condition du the´ore`me 2 page 33 est clairement
contredite.
36 3. Contraintes d’arbre dans les graphes non-oriente´s
v
u
(a)
v′ u
v
u′
(b)
uv′ u′
v
(c)
Fig. 3.5 – Illustration de la preuve du lemme 2. figure 3.5(a) : S est la foreˆt repre´sente´e par les areˆtes
solides et S′ = S ∪ (u, v) est toujours une foreˆt. Figures 3.5(b) et 3.5(c) : l’areˆte (u′, v′) qui appartient a`
la solution S est remplace´e par l’areˆte (u, v) pour produire la solution S′.
Lemme 2. Apre`s avoir applique´ l’algorithme 1 page pre´ce´dente, chaque areˆte restante dans G et chaque
valeur du domaine de NTREE participe a` au moins une solution, et toute areˆte en pointille´ est exclue d’au
moins une solution.
De´monstration. Soit S une solution contenant MAXTREE arbres, obtenue par la construction fournie dans
la premie`re partie de la preuve du the´ore`me 2 page 33. Soit (u, v) une areˆte qui n’a pas e´te´ supprime´e de
G. Si elle appartient a` S, nous savons qu’elle participe a` au moins une solution. Sinon, c’est une areˆte en
pointille´ (car toute areˆte solide appartient a` S). Nous de´composons la preuve en trois assertions relatives
a` chaque partie du lemme.
Assertion 1 : nous montrons que toute areˆte restante (u, v) en pointille´ participe a` au moins une solution.
Cas 1 : si les sommets u et v sont dans des arbres distincts de S alors, S′ = S ∪ (u, v) est toujours
une foreˆt (c.-a`-d., S′ ne contient pas de cycles, comme dans la Figure 3.5(a)). E´videmment, chaque
arbre de S′ contient au moins un sommet ressource car chaque arbre de S contenait un sommet
ressource. Si S′ ne peut pas eˆtre une solution, c’est parce qu’elle contient moins que MINTREE arbres :
on sait que S′ est compose´e de MAXTREE − 1 arbres donc, MINTREE = MAXTREE, c.-a`-d., le nombre
de CC de Gsure contenant un sommet ressource est e´gal au nombre de CC de G. Ceci implique que
chaque CC de G contient au moins une CC de Gsure qui posse`de un sommet ressource. Donc, dans
la solution S, soit l’arbre contenant le sommet u ne contenait pas de sommets ressource, soit c’e´tait
l’arbre contenant v, quoiqu’il en soit cela contredit notre hypothe`se que S e´tait une solution : c’est
une contradiction.
Cas 2 : maintenant, supposons que les sommets u et v sont dans un meˆme arbre de S (voir fi-
gure 3.5(b)). Comme l’areˆte (u, v) n’a pas e´te´ supprime´e a` la ligne 6, nous savons que u et v ne
sont pas dans la meˆme CC de Gsure . Donc, dans la chaˆıne connectant u a` v dans S, il y a au moins
une areˆte en pointille´ (u′, v′). Soit S′ une foreˆt obtenue depuis S en supprimant l’areˆte (u′, v′) et en
inse´rant a` la place l’areˆte (u, v), c.-a`-d., S′ = (S \ {(u′, v′)}) ∪ {(u, v)} (figure 3.5(c)). Toute areˆte
solide appartient toujours a` S′, S′ a le meˆme nombre d’arbres que S et, S′ induit la meˆme partition
sur les sommets que S. Donc, S′ est une solution contenant (u, v).
Assertion 2 : nous montrons que toute valeur restante k ∈ D(NTREE) appartient a` une solution. Si
l’algorithme ne change pas le nombre de CC de Gsure contenant un sommet ressource ou le nombre de
CC de G, alors le changement ne peut provenir que de l’application du the´ore`me 2 page 33. Supposons
qu’il change ces valeurs. Le nombre de CC de Gsure qui ont un sommet ressource ne peut pas augmenter
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(a)
u v
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Fig. 3.6 – Illustration de la preuve du lemme 3. figure 3.6(a) : (u, v) est obligatoire car sans elle, l’arbre
contenant u ne contient pas un sommet ressource. figure 3.6(b) : si D(NTREE) = {1} alors, l’isthme (u, v)
est obligatoire.
car les areˆtes solides ne sont ni supprime´es, ni transforme´es en areˆtes en pointille´. Si ce nombre diminue,
c’est parce que deux CC de Gsure ont e´te´ fusionne´es, et ceci ne peut se produire que si une areˆte en
pointille´ qui les connecte est transforme´e en areˆte solide. Cependant, une areˆte en pointille´ ne peut eˆtre
transforme´e en areˆte solide que dans deux cas :
– une de ses extre´mite´s appartient a` une CC de G ne contenant pas un sommet ressource ;
– cette areˆte est un isthme de G et D(NTREE) = {MINTREE}.
E´videmment, cette areˆte appartient a` toute solution avec k = MINTREE arbres. Ainsi, le nombre de CC s
de Gsure ne peut pas augmenter car nous n’ajoutons pas d’areˆtes dans G. Il ne peut pas non plus diminuer
car toute areˆte supprime´e n’est jamais un isthme.
Assertion 3 : nous montrons que chaque areˆte en pointille´ (u, v) est exclue d’au moins une solution.
Nous avons montre´ pre´ce´demment qu’il existe une solution utilisant (u, v). Soit S′ = S \{(u, v)}. Si S′ est
une solution, alors nous savons que (u, v) est exclue d’au moins une solution. Supposons maintenant que
S′ n’est pas une solution. Ceci peut arriver soit parce qu’elle contient un arbre sans sommet ressource, soit
parce qu’elle contient trop d’arbres. Si le retrait de l’areˆte (u, v) cre´e un arbre T sans sommet ressource
alors, comme (u, v) n’e´tait pas une areˆte solide cre´e´e par la ligne 8, nous savons que cet arbre appartient
a` une CC qui contient un sommet ressource, donc nous pouvons reconnecter T avec un sommet ressource
en ajoutant une areˆte approprie´e a` la foreˆt. Dans l’autre cas, si tout arbre de S′ contient un sommet
ressource mais que S′ est compose´ de trop d’arbres alors, c’est que le nombre d’arbres dans S est e´gal
a` la valeur maximum de D(NTREE) ≤ MAXTREE. Supposons qu’il ne soit pas possible de fusionner deux
arbres en ajoutant une areˆte en pointille´ autre que (u, v). Alors, le nombre d’arbres dans S est e´gal au
nombre de CC dans G, c.-a`-d., MINTREE. Donc, D(NTREE) = {MINTREE}. Si (u, v) e´tait un isthme, il aurait
e´te´ transforme´ en areˆte solide a` la ligne 11. Donc, il existe un cycle qui contient (u, v). Comme nous ne
sommes pas capable de fusionner deux arbres apre`s la suppression de (u, v), c’est que pour chaque areˆte
en pointille´ du cycle, toutes les extre´mite´s des areˆtes en pointille´ appartiennent au meˆme arbre. Ceci
implique que u et v sont dans le meˆme arbre apre`s le retrait de (u, v), ce qui signifie qu’il existe un cycle
dans la foreˆt S : c’est une contradiction.
Lemme 3. Toute areˆte en pointille´ que l’algorithme 1 page 35 transforme en areˆte solide participe a`
toutes les solutions.
De´monstration. Supposons que cela ne soit pas le cas, c.-a`-d., il existe une areˆte en pointille´ (u, v) qui a
e´te´ transforme´e en areˆte solide mais qui est exclue d’au moins une solution S. Si (u, v) a e´te´ transforme´e
a` la ligne 8 alors, G posse`de une CC qui ne contient pas de sommet ressource, donc S n’est pas une foreˆt
valide (figure 3.6(a)). Donc, la transformation en areˆte solide a e´te´ faite a` la ligne 11. Dans ce cas, nous
savons que la variable NTREE est fixe´e a` MINTREE, c.-a`-d., le nombre d’arbres dans S est e´gal au nombre de
CC dans G (figure 3.6(b)). Mais alors tout isthme de G, et par conse´quent l’areˆte (u, v), doit appartenir
a` S : c’est une contradiction.
3.2.4 Complexite´
Toutes les e´tapes de l’algorithme, a` l’exception des lignes 7 et 8, requie`rent la de´tection des cycles, le
calcul des composantes connexes et l’identification des isthmes. Toutes ces e´tapes peuvent eˆtre effectue´es
en temps line´aire [GM85, p.18] dans le nombre d’areˆtes de G. Nous allons maintenant montrer que les
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u
C(v)C(u)
v
(a) Le graphe G et ses deux com-
posantes 2-connexes.
C(v)C(u)
(b) Le graphe re´duit Gr asso-
cie´ a` G.
Fig. 3.7 – Le graphe re´duit Gr, associe´ a` un grahe G, cre´e par contraction de chaque composante 2-connexe
de G en un unique sommet.
lignes 7 et 8 peuvent, elles aussi eˆtre ve´rifie´es en temps line´aire. Clairement, une areˆte, dont le retrait
cre´e une composante connexe sans sommet ressource, est un isthme dans G. Mais tous les isthmes n’ont
pas cette proprie´te´. Nous cre´ons donc un graphe re´duit Gr en contractant chaque composante 2-connexe
de G en un seul sommet (figure 3.7). Le graphe Gr est un arbre dont les areˆtes sont toutes des isthmes
de G. Nous dirons qu’un sommet de Gr est une ressource si un des sommets de la composante 2-connexe
correspondante est une ressource. Nous devons donc identifier quelles areˆtes de Gr sont des areˆtes dont le
retrait pourrait cre´er une composante connexe de Gr sans sommets ressources. En d’autres termes, nous
avons re´duit notre proble`me au meˆme proble`me mais sur des arbres. Ceci peut se produire pour une areˆte
dont un des sommets adjacents est une racine d’un sous-arbre sans ressource. Ainsi, nous se´lectionnons
arbitrairement un sommet ressource de Gr et effectuons un DFS de Gr depuis ce sommet ressource. Chaque
fois que l’on fait un retour arrie`re depuis un sommet v, on communique a` son parent p si une ressource a
e´te´ rencontre´e dans le sous-arbre enracine´ sur v. Si ce n’est pas le cas, alors l’areˆte (p, v) est transforme´e
en une areˆte solide si ce n’e´tait pas de´ja` le cas. Ainsi, nous venons de montrer que :
The´ore`me 3. L’algorithme 1 page 35 filtre la contrainte resource-forest jusqu’a` la consistance-hybride
avec une complexite´ temporelle de O(m+ n).
3.3 Filtrer la contrainte proper-forest
Dans cette section, nous e´tudions la contrainte proper-forest . Tout d’abord, la section 3.3.1 de´taille une
condition ne´cessaire et suffisante pour l’existence d’une solution satisfaisant cette contrainte. Ensuite les
sections 3.3.2 page ci-contre et 3.3.3 page 40 introduisent et de´montrent que la contrainte proper-forest
peut eˆtre filtre´e jusqu’a` la consistance-hybride. Finalement, la section 3.3.4 page 42 e´tudie la complexite´
de l’algorithme de filtrage propose´.
3.3.1 Existence d’une solution pour la contrainte proper-forest
Le the´ore`me 4 fournit une condition ne´cessaire et suffisante d’existence d’une solution pour une contrainte
proper-forest . Cette condition assure qu’il est possible de partitionner le graphe en une foreˆt propre et
que le nombre d’arbres propres dans cette foreˆt appartient au domaine de la variable NTREE.
The´ore`me 4. Il existe une solution pour la contrainte proper-forest(NTREE, VER) ssi les conditions sui-
vantes sont ve´rifie´es :
(1) G n’a pas de sommets isole´s (c.-a`-d., de composante connexe constitue´e d’un seul sommet) ;
(2) Gsure ne contient aucun cycle ;
(3) D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] 6= ∅, ou` MINTREE est le nombre de composantes connexes de G et
MAXTREE est le nombre de composantes connexes de Gsure de taille au moins deux, plus la taille d’un
couplage de cardinalite´ maximum de Gmaybe .
De´monstration. Les conditions (1), (2) et (3) sont suffisantes : pour prouver que les trois conditions
pre´ce´dentes sont suffisantes, nous supposons qu’elles sont ve´rifie´es et nous montrons que, pour chaque
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valeur k de l’intervalle [MINTREE, MAXTREE], il est possible de construire une foreˆt couvrante de G avec
k arbres propres. Commenc¸ons avec k = MAXTREE et choisissons ensuite une valeur arbitraire k dans
[MINTREE, MAXTREE].
– Soit T = {T1, · · · , Tp} une foreˆt couvrante maximale de Gsure , c.-a`-d., chaque Ti est un sommet isole´
dans Gsure ou une foreˆt couvrante d’une composante connexe de Gsure . Remarquons qu’un arbre Ti
de taille un est e´galement un sommet de Gmaybe ;
– Pour construire une foreˆt couvrante de cardinalite´ MAXTREE, il faut calculer un couplage de cardi-
nalite´ maximum M dans Gmaybe et modifier la foreˆt T de la manie`re suivante :
– Par de´finition de Gmaybe , chaque areˆte du couplage maximum M connecte deux singletons Ti et
Tj de T . Alors, il faut les fusionner en un arbre comportant deux sommets ;
– Pour chaque sommet u de Vmaybe , correspondant a` un arbre Ti de taille un, qui n’est pas sature´
dans le couplage maximum M, se´lectionner un voisin quelconque v de u et inclure l’areˆte (u, v)
dans la foreˆt couvrante. Notons que cela n’augmente pas le nombre d’arbres propres de notre foreˆt
car on rattache simplement le sommet u a` un arbre propre de´ja` existant. En effet, le sommet v ne
peut eˆtre un sommet isole´ de Gmaybe car cela contredirait le fait queM soit un couplage maximum.
En d’autres termes, fusionner l’arbre Ti avec l’arbre Tv auquel v appartient. La condition (1)
garantie que ceci est possible. La foreˆt obtenue est compose´e d’exactement MAXTREE arbres ;
– Si k est strictement infe´rieur a` MAXTREE alors, on repart de la construction pre´ce´dente et l’on
fusionne des arbres propres jusqu’a` avoir k arbres propres : tant qu’il y a trop d’arbres propres,
on en se´lectionne deux qui sont lie´s par une areˆte e de Gmaybe et on les fusionne en incluant e
dans la foreˆt propre. Comme MINTREE est le nombre de composantes connexes de G, tant que k est
strictement supe´rieur a` MINTREE nous sommes assure´s de trouver deux arbres propres qui peuvent
eˆtre effectivement fusionne´s.
Les conditions (1), (2) et (3) sont ne´cessaires : clairement, si le graphe G contient un sommet
isole´ v, alors v n’appartient pas a` un sous-graphe de G qui est un arbre propre. Si Gsure contient un
cycle, la solution doit contenir un cycle donc cela ne pourra pas eˆtre une foreˆt propre. Finalement, si
D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] = ∅ alors on a max(NTREE) < MINTREE ou min(NTREE) > MAXTREE. Dans
chacun des deux cas pre´ce´dents, la contrainte n’a pas de solution : nous ne pouvons, en effet, avoir moins
de MINTREE arbres propres car un arbre propre doit eˆtre connexe. Pour voir que l’on ne peut pas cre´er
plus de MAXTREE arbres propres, il faut remarquer que le nombre d’arbres propres est au plus le nombre
de composantes connexes de Gsure (nous ne pouvons pas casser une composante connexe de Gsure) et
qu’un sommet de Gmaybe peut soit former un nouvel arbre propre avec un autre sommet de Gmaybe , soit
eˆtre fusionne´ avec un arbre propre existant (et donc ne pas augmenter le nombre d’arbres propres). Un
plus petit arbre propre e´tant force´ment compose´ de deux sommets relie´s par une areˆte, un agencement
des sommets de Gmaybe par paires maximisera le nombre d’arbres propres. Clairement, un couplage de
cardinalite´ maximum dans Gmaybe permet de construire un tel agencement et donc de maximiser le nombre
d’arbres propres construits.
3.3.2 Consistance-Hybride pour la contrainte proper-forest
L’algorithme 2 de filtrage associe´ a` la contrainte proper-forest atteint la consistance-hybride. Premie`re-
ment, il ve´rifie que la contrainte posse`de au moins une solution, en utilisant la caracte´risation fournie par
le the´ore`me 4 page ci-contre. Les lignes 2 a` 5 et 16 a` 17 filtrent en accord avec le fait qu’une solution ne
doit contenir que des arbres propres (en ignorant le nombre d’arbres propres de la foreˆt). Les lignes 16-17
identifient les areˆtes en pointille´ qui doivent eˆtre dans la solution car leur retrait isolerait un sommet, et
donc il faut les rendre solides (par ex., l’areˆte (13, 15) de la figure 3.3(a) page 33). A` la ligne 5, l’algorithme
supprime toute areˆte (u, v) en pointille´ (par ex., l’areˆte (5, 7) de la figure 3.3(a) page 33) telle que u et
v sont connecte´s par une chaˆıne d’areˆtes solides ; comme les areˆtes solides doivent eˆtre pre´sentes dans
la solution, cette areˆte en pointille´ cre´erait un cycle. Pour finir, la ligne 6 met a` jour le domaine de la
variable NTREE en utilisant la condition (3) du the´ore`me 4 page pre´ce´dente.
Les lignes 7 a` 15 sont exe´cute´es seulement lorsque la variable NTREE est fixe´e. Dans ce cas, le nombre
d’arbres propres dans une solution est donc fixe´ et s’il est e´gal a` MINTREE ou MAXTREE (ces valeurs sont
de´finies dans le the´ore`me 4 page pre´ce´dente), on peut alors effectuer un filtrage supple´mentaire : si
NTREE = MINTREE alors tous les isthmes de G sont obligatoires et sont transforme´s en areˆtes solides, car
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Algorithme 2 Algorithme de consistance-hybride pour la contrainte proper-forest .
1. Si la contrainte n’a pas de solution (voir The´ore`me 4 page 38) alors Sortir sur un e´chec ;
2. Calculer les composantes connexes (CC) de Gsure.
3. Pour chaque v ∈ V faire C(v)← la CC de Gsure contenant v ;
4. Pour chaque are^te (u, v) ∈ E en pointille´ faire
5. Si C(u) = C(v) alors supprimer (u, v) du graphe ;
6. D(NTREE)← D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] ;
7. Si D(NTREE) = {MINTREE} alors
8. Pour chaque are^te (u, v) en pointille´ qui est un isthme de G faire
9. Basculer (u, v) en are^te solide ;
10. Si D(NTREE) = {MAXTREE} alors
11. Pour chaque are^te (u, v) en pointille´ faire
12. Supprimer (u, v) de G si une des conditions suivante est ve´rifie´e :
13 a. |C(u)| > 1, |C(v)| > 1, et C(u) 6= C(v) ;
14. b. (u, v) ∈ Emaybe mais n’appartient a` aucun couplage maximum dans Gmaybe ;
15. c. |C(u)| > 1 et v est sature´ dans tout couplage maximum de Gmaybe.
16. Pour chaque are^te (u, v) ∈ E en pointille´ faire
17. Si u n’a qu’un voisin v dans G alors Basculer (u, v) en are^te solide ;
sinon le nombre de composantes connexes du graphe, et donc le nombre d’arbres de toute solution, serait
strictement supe´rieur a` MINTREE. Dans l’exemple associe´ a` la figure 3.3(a) page 33, l’areˆte (6, 8) (marque´e
par Jp) est obligatoire lorsque NTREE = 2. Maintenant, si NTREE = MAXTREE alors trois ensembles d’areˆtes
sont interdits et sont supprime´s du graphe ; nous verrons qu’inclure l’une d’entre elles dans une solution
va re´duire le nombre d’arbres que l’on peut construire a` une valeur infe´rieure a` MAXTREE. Par exemple,
si NTREE = 7 alors, les areˆtes marque´es par Ip dans la figure 3.3(a) page 33 sont supprime´es : (11, 13) et
(12, 14) a` la ligne 13, (2, 3) a` la ligne 14, et (3, 5), (4, 7) et (8, 6) a` la ligne 15.
3.3.3 Correction et comple´tude
Pour prouver la correction de l’algorithme, nous allons montrer que :
1. Aucune areˆte en pointille´ du graphe n’est supprime´e si elle appartient a` une solution et aucune
valeur de D(NTREE) n’est supprime´e s’il existe au moins une couverture de taille correspondante
(lemme 4).
2. Chaque areˆte en pointille´ restante dans G et chaque valeur de D(NTREE) participent a` au moins
une solution ; chaque areˆte en pointille´ restante est exclue d’au moins une solution (lemme 5 page
suivante).
3. Chaque areˆte en pointille´ transforme´e en areˆte solide appartient a` toute solution (lemme 6 page 42).
Lemme 4. L’algorithme 2 ne supprime aucune areˆte en pointille´ du graphe, ni aucune valeur du domaine
de la variable NTREE appartenant a` une solution.
De´monstration. Soit (u, v) une areˆte qui a e´te´ supprime´e par l’algorithme 2. Supposons qu’il existe une
solution S qui contienne (u, v). Si l’areˆte (u, v) a e´te´ supprime´e a` la ligne 5, alors il existe une chaˆıne
forme´e d’areˆtes solides depuis u jusqu’a` v, et ces areˆtes font partie de la solution. Mais alors la foreˆt S
contient un cycle, c’est une contradiction. Il faut donc supposer que l’areˆte (u, v) a e´te´ supprime´e aux
lignes 10 a` 15. Dans ce cas, nous savons que le nombre d’arbres dans S est e´gal a` MAXTREE (le nombre de
composantes connexes de Gsure de cardinalite´ au moins deux plus la taille d’un couplage de cardinalite´
maximale dans Gmaybe). Nous verrons que s’il existe toujours une solution S′ lorsque la contrainte est
applique´e sur un graphe G′, obtenu depuis G en rendant l’areˆte (u, v) solide, alors ceci viole la condition (3)
du the´ore`me 4 page 38 car S′ aurait plus que MAXTREE′ arbres (ou` MAXTREE′ est la valeur MAXTREE calcule´e
sur le graphe G′). Si (u, v) e´tait supprime´ a` la ligne 13, alors MAXTREE′ = MAXTREE− 1 car u et v ne sont
pas dans Gmaybe et deux composantes connexes de Gsure ont e´te´ fusionne´es. La solution S′ = S a MAXTREE
(i.e., > MAXTREE′) arbres. Si (u, v) e´tait supprime´ a` la ligne 14, alors u et v formerait une composante
connexe de taille deux dans G′sure . Ceci augmente MAXTREE de un. D’un autre coˆte´, la taille d’un couplage
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de cardinalite´ maximum dans G′maybe = Gmaybe \ {u, v} est infe´rieure de deux a` celle de Gmaybe , car sinon
l’areˆte (u, v) appartiendrait a` un couplage de cardinalite´ maximum. Ainsi, MAXTREE′ = MAXTREE − 1 et
S′ = S est une solution avec MAXTREE arbres. Au final, si (u, v) est supprime´ a` la ligne 15, alors transformer
(u, v) en une areˆte solide ajoute v dans la composante connexe contenant u dans G′sure . Comme v n’est
pas dans G′maybe , la taille d’un couplage de cardinalite´ maximum dans G′maybe est infe´rieure de un a` celle
de Gmaybe (sinon Gmaybe aurait un couplage de cardinalite´ maximum dans lequel v ne serait pas sature´,
ce qui constituerait une contradiction). Supposons encore que MAXTREE′ = MAXTREE − 1 et S′ = S soit
une solution avec MAXTREE arbres. Si l’algorithme supprime une valeur utile de D(NTREE), ceci contredit
trivialement le the´ore`me 4 page 38.
Lemme 5. Apre`s avoir applique´ l’algorithme 2 page pre´ce´dente, toute areˆte restant dans G et toute
valeur restant dans D(NTREE) participent a` au moins une solution ; toute areˆte en pointille´ est exclue d’au
moins une solution.
De´monstration. Nous de´composons la preuve en deux assertions respectivement relatives a` (1) montrer
que toute areˆte restante dans G et toute valeur restante dans D(NTREE) participent a` au moins une
solution, puis (2) montrer que toute areˆte en pointille´ est exclue d’au moins une solution :
Assertion 1 : nous avons de´ja` montre´ dans la preuve du the´ore`me 4 page 38 que chaque valeur dans
[MINTREE, MAXTREE] participe a` au moins une solution. Montrons donc que chaque areˆte (u, v) restant
appartient a` une foreˆt dans au moins une solution. Premie`rement, nous construisons une solution S
avec MAXTREE arbres comme pre´ce´demment. Si (u, v) appartient a` la foreˆt, tout va bien. Sinon, soit
S′ = S ∪ (u, v). Si S′ n’est pas une solution pour la contrainte, c’est soit a` cause du fait que S′ n’est
pas une foreˆt ou soit parce que le nombre d’arbres dans S′ n’est pas dans D(NTREE). Si ce n’est pas une
foreˆt, c’est parce que l’ajout de (u, v) a cre´e un cycle, mais dans ce cas (u, v) aurait e´te´ supprime´e a` la
ligne 5. Ainsi, le nombre d’arbres de l foreˆt S′, qui est e´gal a` MAXTREE− 1, n’est pas dans D(NTREE). S’il
existe une valeur dans D(NTREE) qui est infe´rieure au nombre d’arbres de S′, nous pouvons fusionner des
arbres comme nous l’avons montre´ dans la preuve du the´ore`me 4 page 38 jusqu’a` ce que l’on obtienne
une solution. Sinon, on doit avoir D(NTREE) = {MAXTREE}. Mais dans ce cas, l’areˆte (u, v) aurait du eˆtre
supprime´e a` la ligne 13.
Assertion 2 : nous montrons que chaque areˆte en pointille´ est exclue d’au moins une solution. Soit
(u, v) une areˆte en pointille´. Nous avons prouve´ ci-dessus qu’il existe une solution S qui utilise (u, v). Soit
S′ = S \ {(u, v)}. Si S′ est une solution pour la contrainte alors tout va bien. Supposons que S′ n’est pas
une solution, ceci peut se produire si S′ contient un sommet isole´ ou si elle est compose´e d’un trop grand
nombre d’arbres :
– Supposons que le retrait de (u, v) cre´e un arbre contenant l’unique sommet u (c.-a`-d., u est un
sommet isole´). Comme (u, v) n’a pas e´te´ transforme´e en areˆte solide a` la ligne 17, nous savons que
u a un autre voisin w 6= v, avec lequel il est lie´ par une areˆte en pointille´. Donc, si v n’e´tait pas
un arbre de taille 1 ou que le nombre d’arbres e´tait strictement supe´rieur a` MINTREE, nous aurions
fusionne´ u avec un arbre voisin (celui contenant w) et obtenu ainsi une solution ne contenant pas
l’areˆte (u, v). Cependant, si le nombre d’arbres est exactement MINTREE et que a` la fois u et v sont
des sommets isole´s, fusionner chacun d’entre eux dans un arbre existant nous laisserait MINTREE−1
arbres. Heureusement, ce cas n’est pas possible. En effet, supposons que cela se soit produit, nous
savons que w (qui est un voisin de u) appartient a` un arbre de la solution qui contient au moins
deux sommets et qui ne contient pas u ou v. Ainsi, la composante connexe de u (et v) dans G est
pre´sente dans au moins deux arbres de la solution, et la solution doit avoir plus de MINTREE arbres.
– Supposons qu’apre`s le retrait de (u, v) il n’existe pas d’arbres de taille 1 et qu’il n’y ait pas un arbre
de trop. Si l’on peut, nous fusionnons deux arbres en utilisant une areˆte e en pointille´ autre que
(u, v). Si ce n’est pas possible, alors c’est que le nombre d’arbres est e´gal au nombre de composantes
connexes de G \ {e}, qui est e´gal a` MINTREE. Si l’areˆte (u, v) e´tait un isthme alors, il aurait e´tait
transforme´ en une areˆte solide a` la ligne 9. Ainsi, il y a un cycle contenant (u, v). Comme nous
ne sommes pas en mesure de fusionner deux arbres apre`s la suppression de (u, v), c’est la meˆme
chose pour chaque areˆte en pointille´ sur le cycle, donc les deux extre´mite´s appartiennent au meˆme
arbre. Ceci implique que u et v sont dans le meˆme arbre apre`s la suppression de l’areˆte (u, v), ce
qui signifie qu’il existe un cycle dans la foreˆt S : c’est une contradiction.
42 3. Contraintes d’arbre dans les graphes non-oriente´s
Lemme 6. Chaque areˆte en pointille´ que l’algorithme 2 page 40 fait passer a` l’e´tat solide appartient a`
toute solution.
De´monstration. Supposons qu’il existe une areˆte (u, v) transforme´e de pointille´ a` solide mais qui n’ap-
partient pas a` une solution S. Si (u, v) est transforme´e en areˆte solide a` la ligne 17 de l’algorithme 2
page 40 alors G a un sommet isole´, ainsi S ne peut pas eˆtre une foreˆt propre. Donc, la transformation a
du eˆtre effectue´e a` la ligne 9. Dans ce cas, nous savons que la variable NTREE est fixe´e a` MINTREE, c.-a`-d.,
le nombre d’arbres dans S est e´gal au nombre de composantes connexes de G. Mais alors tout isthme de
G, et par conse´quent l’areˆte (u, v), doit appartenir a` S. Ceci constitue une contradiction.
3.3.4 Complexite´
La complexite´ pour ve´rifier l’existence d’une solution satisfaisant la contrainte est domine´e par la com-
plexite´ de calculer la borne MAXTREE (tout le reste peut eˆtre effectue´ en temps line´aire). Pour trouver
MAXTREE, nous devons calculer la cardinalite´ d’un couplage maximum dans Gmaybe et la meilleure borne
supe´rieure connue est O(m
√
n) [MV80]. Les lignes 3 a` 7 peuvent eˆtre e´value´es en temps line´aire sur le
nombre d’areˆtes : nous devons calculer les CC de Gsure et faire un parcours des areˆtes en pointille´. Trou-
ver tous les isthmes de G a` la ligne 8 et de´tecter les sommets n’ayant pas plus d’un voisin (feuilles) a` la
ligne 17 peut eˆtre aussi effectue´ en temps line´aire sur le nombre d’areˆtes : O(m).
Jusqu’ici la limite de complexite´ de la contrainte est donne´e par le test de faisabilite´ qui est effectue´ en
O(m
√
n). Si la variable NTREE est instancie´e a` la valeur MAXTREE, nous devons exe´cuter aussi les lignes 10
a` 15. La ligne 13 est e´vidente. Pour la ligne 14, nous devons de´terminer quelles areˆtes du graphe Gmaybe
appartiennent a` au moins un couplage de cardinalite´ maximum de Gmaybe . Pour le cas des graphes bipartis,
ceci peut eˆtre effectue´ en temps line´aire de`s qu’un couplage maximum est connu [Re´g94]. Cependant, dans
notre cas nous devons effectuer cette taˆche dans le cas d’un graphe quelconque. Nous allons de´crire ci-
dessous un algorithme qui peut effectuer ceci avec une complexite´ borne´e par O(mn). Finalement, pour
la ligne 15 nous avons besoin d’un algorithme qui, partant d’un graphe et d’un couplage maximum sur ce
graphe, de´tecte les sommets sature´s dans tout couplage maximum. Nous montrerons que ceci peut eˆtre
effectue´ en temps line´aire sur le nombre d’areˆtes.
The´ore`me 5. L’algorithme 2 page 40 filtre la contrainte proper-forest jusqu’a` la consistance-hybride
avec une complexite´ borne´ par O(mn) si D(NTREE) = {MAXTREE} et O(m√n) sinon.
Identifier les sommets sature´s dans tout couplage maximum
Soit G = (V, E) un graphe non-oriente´, soitM⊆ E un couplage de cardinalite´ maximum dans G, soit V(M)
l’ensemble des sommets qui sont sature´s par M et V(M) = V \ V(M). Nous allons identifier l’ensemble
Sv des sommets de G qui sont sature´s dans tout couplage maximum de G. Clairement, Sv ⊆ V(M).
Lemme 7. Un sommet v ∈ V(M) n’est pas dans Sv ssi il existe une chaˆıne alterne´e P depuis v jusqu’a`
u ∈ V(M), quittant le sommet v par une areˆte sature´e.
De´monstration. (Voir figure 3.8 page suivante) S’il existe une telle chaˆıne P , la diffe´rence syme´trique
M⊕P est un couplage de cardinalite´ e´gale a` la cardinalite´ du couplageM (c.-a`-d., un couplage maximum)
qui ne sature pas v, donc v /∈ Sv.
Dans l’autre sens, supposons que v /∈ Sv. Alors, il existe un couplage maximum M′ dans G qui ne
sature pas v. Conside´rons la diffe´rence syme´trique M⊕M′ entre les deux couplages. Trivialement, le
degre´ d’un sommet de M⊕M′ est au plus 2. Il existe une unique areˆte de M⊕M′ adjacente a` v,
concre`tement il s’agit de l’areˆte saturant v dansM. Nous pouvons donc construire de manie`re gloutonne
une chaˆıne alterne´e commenc¸ant avec cette areˆte. Si nous atteignons un sommet de V(M), tout va bien.
Tant que nous atteignons un sommet u ∈ V(M) par une areˆte non-sature´e, nous pouvons quitter ce
sommet par son areˆte sature´e. Maintenant, supposons que nous atteignons un sommet u ∈ V(M) par
une areˆte sature´e et que l’on ne puisse pas continuer. C’est a` dire, que le sommet u n’est pas sature´ dans
M′. Alors, la chaˆıne que nous avons construit depuis v jusqu’a` u est une chaˆıne augmentante pour M′,
ce qui contredit notre hypothe`se que M′ e´tait de cardinalite´ maximum.
3.3. Filtrer la contrainte proper-forest 43
v1
u1u0v0 v2
(a)
u1
v1
v2v0 u0
(b)
Fig. 3.8 – figure 3.8(a) : M = {(v0, u0), (v1, u1)} et V(M) = {u0, v0, u1, v1}. Le sommet v0 n’est pas
sature´ dans tout couplage maximum parce qu’il existe une chaˆıne augmentante P = {v0, u0, v1, u1, v2} tel
que (v0, u0) ∈M et v2 /∈ V(M). Figure 3.8(b) : un couplage maximum qui ne sature pas v0. De manie`re
similaire, nous de´duisons que v1 et v2 ne sont pas sature´s dans tout couplage maximum.
Algorithme 3 De´tection des sommets sature´s dans tout couplage maximum de G.
procedure AlwaysSaturated(G,M)
1. SAT = V(M) ;
2. Pour chaque v ∈ V faire
3. visited_by_matching_edge(v)← no ;
4. visited_by_non_matching_edge(v)← no ;
5. Pour chaque racine r ∈ V(M) faire DDFS(G,M,SAT, r,yes)) ;
procedure DDFS(G,M, SAT, v,matching)
1. Si matching = yes alors (* v est une racine ou v est atteint par une are^te sature´e *)
2. Si visited_by_matching_edge(v) = yes alors sortir ;
3. SAT← SAT \ {v} ;
4. visited_by_matching_edge(v)← yes ;
5. Pour chaque (v, u) ∈ E \M faire DDFS(G,M,SAT, u,no) ;
7. Sinon (* v e´tait atteint par une are^te non-sature´e *)
8. Si visited_by_non_matching_edge(v) = yes alors sortir ;
9. visited_by_non_matching_edge(v)← yes ;
10. Si ∃(v, u) ∈M alors DDFS(G,M, SAT, u,yes) ;
L’algorithme initialise SAT = V(M) et ensuite supprime les sommets de SAT s’il existe une chaˆıne
alterne´e comme de´crit dans le lemme 7 page ci-contre. Les chaines alterne´es seront identifie´es par un
« parcours en profondeur d’abord » du graphe, en commenc¸ant sur un sommet non-sature´ de M et
e´voluant sur des chaines alterne´es. Tant que le parcours atteint un sommet v ∈ SAT par une areˆte
sature´e, l’algorithme supprime v de SAT. Notons que dans le cas d’un parcours en profondeur d’abord
classique, chaque sommet est marque´ soit « visite´ », soit « non-visite´ ». Dans notre cas, nous autorisons
uniquement le de´placement le long des chaines alterne´es. Ainsi, le statut de chaque sommet sera de´termine´
par deux e´tats possible. Le premier de´termine s’il a e´te´ visite´ par une areˆte sature´e et le second s’il a e´te´
visite´ par une areˆte non-sature´e. Remarquons que chaque sommet sera au plus visite´ deux fois et chaque
areˆte est traverse´e uniquement lorsque son sommet source est lui-meˆme visite´, donc le temps d’exe´cution
est toujours line´aire. Nous appelons cette proce´dure un « double parcours en profondeur d’abord »(DDFS
dans la suite). L’algorithme 3 de´taille cette proce´dure. La racine du DDFS est un sommet non-sature´.
Chacun a` leur tour les sommets non-sature´s deviennent racine, mais observons que les e´tats ne sont
pas remis a` leur valeur par de´faut (c’est le cas dans les parcours en profondeur d’abord avec sources
multiples), donc nous ne savons plus quel sommet non-sature´ e´tait la racine lorsque plusieurs sommets
ont e´te´ visite´s. La proce´dure re´cursive DDFS rec¸oit en parame`tres le graphe G, un couplage maximum
M, l’ensemble courant SAT, le sommet racine courant v et un parame`tre boole´en appele´e « matching »
spe´cifiant si l’areˆte par laquelle le sommet a e´te´ atteint est sature´e ou non. Le lemme suivant assure que
l’algorithme 3 identifie correctement l’ensemble Sv des sommets sature´s.
Lemme 8. Lorsque l’algorithme 3 se termine, SAT = Sv, c.-a`-d., la variable SAT contient l’ensemble
des sommets du graphe qui sont sature´s dans tout couplage maximum de G.
De´monstration. Pour un sommet v /∈ V(M), il est trivial que v n’est pas dans Sv et, qu’il n’a jamais e´te´
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inse´re´ dans SAT par l’algorithme.
Si v ∈ V(M)\Sv alors, le lemme 7 page 42 assure qu’il existe une chaˆıne alterne´e P depuis un sommet
non-sature´ u jusqu’a` v, tel que P termine par une areˆte sature´e. Il est facile de montrer par induction
sur le nombre d’areˆtes non-sature´es appartenant a` P que le sommet v sera visite´ par la proce´dure DDFS
avec la variable « matching » mise a` « vrai », et par conse´quent que v sera supprime´ de SAT.
Finalement, si v ∈ SAT alors, v ∈ V(M) et donc il est inse´re´ dans SAT. S’il est supprime´ plus
tard de SAT, c’est parce qu’il est atteint par une areˆte sature´e d’une chaˆıne alterne´e depuis un sommet
non-sature´. Mais alors, le Lemme 7 page 42 assure que v n’est pas dans Sv : c’est une contradiction.
Identifier les areˆtes qui appartiennent a` au moins un couplage maximum
Soit un graphe G = (V, E) et soit M ⊆ E un couplage maximum de G. Nous souhaitons caracte´riser
l’ensemble des areˆtes appartenant a` au moins un couplage maximum de G. Nous devons donc trouver
les areˆtes non-sature´es qui appartiennent soit a` une chaˆıne alterne´e commenc¸ant par une areˆte non
sature´e et terminant par une areˆte sature´e, soit a` un cycle alterne´. Pour chaque sommet u, nous devons
identifier l’ensemble des sommets qui sont atteignables depuis u par une chaˆıne alterne´e e´le´mentaire
de´butant et finissant sur des areˆtes non-sature´es. Cette information est calcule´e a` l’aide d’une de´rivation
de l’algorithme « blossom-shrinking » propose´ dans [Edm65], de´crite en de´tail dans [Re´g99].
Maintenant, nous de´crivons brie`vement comment cette information peut eˆtre utilise´e pour de´terminer
si une areˆte non-sature´e (x, y) appartient a` un cycle alterne´. Une telle areˆte peut appartenir a` un cycle
alterne´ seulement si il existe une areˆte (u, v) telle que (x, u) ∈ M et (y, v) ∈ M . Supposons qu’il existe
une chaˆıne alterne´e e´le´mentaire entre u et v qui commence et finit avec des areˆtes non-sature´es. Comme
x et y sont des sommets incidents a` des areˆtes sature´es les connectant avec le sommet final de la chaˆıne,
la chaˆıne ne peut pas en visiter plus d’un d’entre eux : si la chaˆıne quitte x (resp. y) par l’areˆte sature´e,
il atteint u (resp. v) par une areˆte sature´e. Comme la chaˆıne doit finir avec une areˆte non-sature´e, il doit
visiter u (resp. v) deux fois, c.-a`-d., qu’il ne s’agit pas d’une chaˆıne e´le´mentaire. Par syme´trie, la chaˆıne
ne peut pas entrer dans x (resp. y) par une areˆte sature´e. Mais il s’agit bien d’une chaˆıne alterne´e, donc
il ne peut pas a` la fois entrer et sortir par des areˆtes non-sature´es. Par conse´quent, une telle chaˆıne ne
visite pas x et y. En d’autre termes, la chaˆıne e´le´mentaire et la chaˆıne (u, x, y, v) se combinent en un cycle
e´le´mentaire alterne´.
Finalement, s’il existe un cycle alterne´ contenant (x, y) alors, il doit contenir la chaˆıne (u, x, y, v).
En re´sume´, un parcours est effectue´ pour chaque sommet du graphe afin de de´terminer quelle paire de
sommets sont connecte´s par une chaˆıne e´le´mentaire alterne´e de´butant et terminant avec des areˆtes non-
sature´es. Ceci est effectue´ dans une complexite´ temporelle de O(mn). A` partir de cette information, les
areˆtes (x, y) non-sature´es sont parcourues et, pour chacune on de´termine en temps constant s’il existe des
areˆtes sature´es (x, u) et (y, v), et si oui, si la chaˆıne (u, x, y, v) peut eˆtre comple´te´e pour former un cycle
e´le´mentaire alterne´.
3.4 Synthe`se sur les contraintes d’arbres dans le cas non-oriente´
Cette section re´sume les principaux re´sultats de complexite´ the´orique pour les contraintes de partition-
nement de graphe par des arbres dans les graphes non-oriente´s. Elle rappelle les proprie´te´s de graphes
essentielles pour caracte´riser de manie`re comple`te tout arc d’un graphe donne´ vis-a`-vis des contraintes
d’arbres. Nous rappelons que ces contraintes sont de´finies sur un graphe G = (V, E), non-oriente´, tel que
|V| = n and |E| = m. Dans la suite, les tableaux 3.1 page ci-contre et 3.2 page suivante utilisent les
notations suivantes :
Notation 5. Pour un graphe non-oriente´ H le nombre de CC maximales au sens de l’inclusion est donne´
par |CC (H)|, un couplage de cardinalite´ maximum de H est note´ µ(H).
Le tableau 3.1 page ci-contre re´sume les meilleures complexite´s connues pour ve´rifier la faisabilite´ et
atteindre la consistance-hybride pour chaque contrainte d’arbre. Le tableau 3.2 page suivante re´sume les
principales proprie´te´s de graphes utilise´es pour de´terminer des bornes re´alisables sur le nombre d’arbres
autorise´s pour couvrir le graphe, ainsi que les conditions d’existence d’arbres « bien forme´s » vis-a`-vis de
la de´finition de chaque contrainte. Ce dernier tableau montre que trois proprie´te´s basiques de la the´orie
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Type de contrainte proper-forest resource-forest
ve´rifier la faisabilite´ O(m
√
n) O(n+m)
consistance-hybride O(mn) [pire cas], O(m
√
n) [D(NTREE) = {MAXTREE}] O(n+m)
Tab. 3.1 – Meilleures complexite´s connues pour les contraintes de partitionnement par des arbres dans
le cas de graphes non-oriente´s.
des graphes de´finissent comple`tement les deux contraintes : les composantes connexes, le couplage de
cardinalite´ maximum et, la de´tection de cycles. Pour chacune des contraintes, des conditions ne´cessaires
et des re`gles de filtrage ont e´te´ de´duites avec des algorithmes connus (par ex., « parcours en profondeur
d’abord », couplage de cardinalite´ maximum, de´tection de composantes connexes, etc), ainsi que de
nouveaux algorithmes (par ex., identification des sommets sature´s dans tout couplage de cardinalite´
maximum). Notons toutefois qu’en terme de proprie´te´s de graphes les bornes MINTREE et MAXTREE de la
contrainte proper-forest correspondent parfaitement aux bornes sur le nombre de composantes connexes
fournies dans [BPR05]. L’algorithme de filtrage correspondant est e´galement presque automatiquement
retrouve´ de manie`re me´canique dans [BCDP07].
Type de graphe proper-forest resource-forest
MINTREE |CC (G)| |CC (G)|
MAXTREE
|CC (Gsure)|+
|CC (Gsure)
|µ(Gmaybe)|
avec au moins
un sommet ressource|
Arbres « bien forme´s »
pas de cycles dans Gsure
pas de cycle dans Gsure
pas de sommets isole´s dans G
un sommet ressource
dans chaque CC (Gsure)
Nombre d’arbres valides D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] 6= ∅
Tab. 3.2 – Proprie´te´s de graphe caracte´risant les solutions des contraintes de partitionnement par des
arbres dans les graphes non-oriente´s.
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Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons a` la contrepartie oriente´e des contraintes resource-forest etproper-forest introduites au chapitre 3 page 29. Ces deux nouvelles contraintes, nomme´es tree et
proper-tree, partitionnent les sommets d’un graphe oriente´ en un ensemble d’anti-arborescences disjointes
(par abus de langage nous appellerons par la suite « arbre » une anti-arborescence). Les partitions com-
patibles pour les contraintes tree et proper-tree seront compose´es d’un ensemble d’arbres, c.-a`-d., d’un
ensemble de composantes connexes, sans circuits telles que chaque sommet posse`de un unique successeur,
qu’il existe un chemin e´le´mentaire de chaque sommet vers la racine et que la racine soit un sommet por-
tant une boucle sur lui-meˆme. Dans le cas de la contrainte proper-tree, c’est le nombre d’arbres propres
(c.-a`-d., d’arbres compose´s d’au moins deux sommets) pre´sents dans la partition qui est contraint.
Bien que ces deux contraintes ne permettent pas de mode´liser tous les aspects d’un proble`me, elles
interviennent dans de nombreuses applications pratiques en combinaison avec des contraintes addition-
nelles permettant de restreindre la forme des partitions autorise´es. C’est le cas en particulier pour la
reconstruction de « super-arbres » en phyloge´nie, pour la planification de missions, ou pour la construc-
tion de tourne´es de ve´hicules en logistique. Nous e´tudierons leurs interactions avec certaines contraintes
additionnelles dans le chapitre 5 page 65.
Dans ce chapitre, nous montrons comment l’algorithme de filtrage de la contrainte tree garantit d’at-
teindre l’arc consistance ge´ne´ralise´e alors que, dans le cas de la contrainte proper-tree, l’e´valuation du
nombre minimum d’arbres propres est un proble`me NP-dur. La section 4.1 page suivante introduit les
contraintes tree et proper-tree. Les sections 4.2 page 49 et 4.3 page 53 pre´sentent respectivement les
algorithmes de filtrage des contraintes tree et proper-tree.
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4.1 Les contraintes tree et proper-tree
Dans cette section, nous introduisons plus formellement les contraintes tree et proper-tree en de´crivant
dans un premier temps les parame`tres de chaque contrainte puis en de´finissant le graphe permettant de
les mode´liser. Les contraintes tree et proper-tree sont de´finies comme suit (figure 4.1) :
Les contraintes tree et proper-tree sont respectivement donne´es sous la forme tree(NTREE, VER)
et proper-tree(NPROP, VER), ou` respectivement NTREE et NPROP sont deux variables entie`res et
VER est la collection des n sommets VER[1], . . . , VER[n] du graphe a` partitionner. A` chaque
sommet vi = VER[i] est associe´ un ensemble d’attributs de´finis de la manie`re suivante :
– L est un entier compris entre 1 et n qui peut eˆtre interpre´te´ comme le nom du sommet vi ;
– S est une variable entie`re de´finie sur l’intervalle [1, n]. Elle repre´sente, dans une solution de
la contrainte tree ou proper-tree, l’unique successeur du sommet vi dans une couverture. Si i
appartient au domaine de la variable VER[i].S, alors on dira que vi est une racine potentielle.
Fig. 4.1 – De´finition des parame`tres des contraintes tree et proper-tree.
Comme nous l’avons de´ja` observe´ dans le cadre des contraintes resource-forest et proper-forest , lorsque
l’on de´finit le sens d’une contrainte globale, il est bien souvent plus facile de raisonner directement sur
un graphe mode´lisant la contrainte, que de raisonner sur les variables et leurs domaines. Ainsi, les deux
contraintes tree et proper-tree vont eˆtre mode´lise´es par le graphe oriente´ G = (V, E) dont les sommets
correspondent aux e´le´ments de la collection VER et les arcs repre´sentent la relation de successeur entre eux
(voir De´finition 4 page 20). Dans le cadre des contraintes tree et proper-tree, on de´finit G de la manie`re
suivante :
De´finition 34. Le graphe oriente´ associe´ G = (V, E) aux contraintes tree(NTREE, VER) et
proper-tree(NPROP, VER) est de´fini par V = {vi | i ∈ [1, n]} et E = {(vi, vj) | j ∈ D(VER[i].S)}. m = |E|
de´signe le nombre d’arcs du graphe G.
Nous sommes maintenant en mesure de de´finir les notions d’arc suˆr et d’arc possible : un arc (i, j)
du graphe G associe´ a` une contrainte tree est dit S-arc (un arc suˆr) si D(VER[i].S) = {j}, sinon (i, j)
est dit M-arc (un arc possible). Un sommet i est dit S-succ si tout arc sortant de i est S-arc, sinon i
est dit M-succ. De la meˆme manie`re, un sommet i est dit S-pred si tout arc entrant est S-arc, sinon i
est dit M-pred. Ces notations nous permettent d’introduire les notions de graphes des successeurs surs et
possibles associe´s au graphe G :
De´finition 35 (Graphes des successeurs suˆrs et possibles). E´tant donne´ le graphe oriente´ G = (V, E)
associe´ aux contraintes tree(NTREE, VER) et proper-tree(NPROP, VER) :
– Le graphe des successeurs surs Gsure contient tous les arcs qui doivent appartenir a` la partition.
Formellement, Gsure = (V, Esure), ou` Esure est l’ensemble des S-arcs de G ;
– Le graphe des successeurs possibles Gmaybe contient tous les arcs qui peuvent e´ventuellement ap-
partenir a` une partition. Formellement, Gmaybe = (Vmaybe , Emaybe), ou` Vmaybe contient tous les
sommets qui sont incidents a` au moins un M-arc, et Emaybe est l’ensemble des M-arcs de G.
Nous pouvons maintenant de´finir les proprie´te´s que doit respecter toute solution satisfaisant la contrainte
tree. Une telle contrainte spe´cifie que le graphe oriente´ G qui lui est associe´ doit eˆtre une foreˆt compose´e
de NTREE arbres. De manie`re formelle, on peut de´finir une solution respectant la contrainte tree par :
De´finition 36. Un graphe oriente´ G = (V, E) satisfait la contrainte d’arbre tree(NTREE, VER) si et seule-
ment si :
1. pour chaque i ∈ [1, n] on a VER[i].L = i ;
2. le graphe G est compose´ de NTREE composantes connexes ;
3. chaque composante connexe de G ne contient pas de circuits impliquant plus d’un seul sommet.
De manie`re similaire, la contrainte proper-tree spe´cifie que le graphe oriente´ G qui lui est associe´ doit
eˆtre une foreˆt compose´e de NPROP arbres propres :
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Fig. 4.2 – Graphe G associe´ aux contraintes
d’arbres tree et proper-tree.
Label (i) D(VER[i].S) Label (i) D(VER[i].S)
1 {2, 4, 7, 10} 7 {8, 11}
2 {1} 8 {7, 9, 10, 11}
3 {4, 5, 11} 9 {8, 9, 11}
4 {3, 4} 10 {8, 9, 10}
5 {6} 11 {8}
6 {5, 6}
Fig. 4.3 – La premie`re colonne donne le nom de chaque
sommet du graphe a` couvrir. La seconde colonne de´crit les
successeurs potentiels de chaque sommet (c.-a`-d., dans la
figure 4.2 le successeur de chaque sommet).
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(a) Une foreˆt compatible dans le cas
NTREE = 4.
11
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(b) Une foreˆt compatible dans le cas
NPROP = 2. Le sommet isole´ 4 n’est pas
compte´.
Fig. 4.4 – Deux solutions compatibles dans le cas des contraintes tree (a) et proper-tree (b).
De´finition 37. Un graphe oriente´ G = (V, E) satisfait la contrainte d’arbre proper-tree(NPROP, VER) si
et seulement si :
1. pour chaque i ∈ [1, n] on a VER[i].L = i ;
2. le graphe G est compose´ de NPROP composantes connexes de taille supe´rieure ou e´gale a` 2, mis a`
part les sommets isole´s ;
3. chaque composante connexe de G ne contient pas de circuits impliquant plus d’un seul sommet.
Exemple 2. La figure 4.2 donne un exemple de graphe que l’on cherche a` partitionner par des arbres (ou
des arbres propres). La table 4.3 de´crit ce meˆme graphe en terme de domaines de variables successeur.
Les figures 4.4(a) et 4.4(b) fournissent une couverture par une foreˆt compatible forme´e respectivement de
4 arbres et 2 arbres propres.
4.2 Filtrer la contrainte tree
Dans cette section nous e´tudions la contrainte tree. Tout d’abord, la section 4.2.1 de´taille une condition ne´-
cessaire et suffisante pour l’existence d’une solution satisfaisant cette contrainte. Ensuite les sections 4.2.2
page suivante et 4.2.3 page 51 montrent que la contrainte tree peut eˆtre filtre´e jusqu’a` atteindre l’arc-
consistance ge´ne´ralise´e (voir de´finition 5 page 21). Finalement, la section 4.2.4 page 53 e´tudie la complexite´
de l’algorithme de filtrage propose´.
4.2.1 Existence d’une solution pour une contrainte tree
Le the´ore`me suivant caracte´rise les conditions d’existence d’une solution pour une contrainte d’arbre.
La premie`re condition assure que l’on peut effectivement cre´er une foreˆt couvrante alors que la seconde
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condition ve´rifie qu’il existe au moins une valeur compatible k dans le domaine de NTREE permettant de
construire k arbres.
The´ore`me 6. Il existe une solution pour la contrainte tree(NTREE, VER) ssi les conditions suivantes sont
ve´rifie´es :
(1) toute composante puits de G est une composante enracine´e de G ;
(2) D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] 6= ∅, ou` MINTREE est le nombre de sommets puits dans le graphe
re´duit Gr associe´ a` G et MAXTREE est le nombre de racines potentielles ou fixe´es dans G.
De´monstration. On prouve d’abord que la conjonction des conditions (1) et (2) est ne´cessaire. Pour la
condition (1) : si une composante puits de G n’est pas une composante enracine´e alors, il existe au moins
un circuit dans G parmi les sommets associe´s a` cette composante puits et la contrainte ne peut pas
eˆtre satisfaite. Pour la condition (2) : si D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] = ∅ alors, soit max(NTREE) est
strictement infe´rieur a` MINTREE, soit min(NTREE) est strictement supe´rieur a` MAXTREE. Dans le premier
cas, la contradiction est e´vidente par le fait qu’il n’existe pas de chemins entre deux sommets appartenant
a` des composantes puits distinctes de G. Dans le second cas, la contradiction provient du fait que chaque
arbre de la foreˆt posse`de exactement une racine.
On prouve maintenant que la conjonction des conditions (1) et (2) est suffisante. Pour cela, nous don-
nons un algorithme en deux e´tapes, qui pour chaque valeur t de l’intervalle [MINTREE, MAXTREE] construit
un partitionnement de G en t arbres. La premie`re e´tape se´lectionne t racines potentielles et choisit pour
chaque composante fortement connexe (CFC ) de G le sommet qui sera soit la racine d’un nouvel arbre,
soit qui sera une porte liant la CFC a` une autre. La seconde e´tape construit pour chaque CFC une foreˆt
couvrante dont chaque arbre est enracine´ soit sur la racine potentielle choisie, soit sur le sommet porte
se´lectionne´.
E´TAPE 1
- Choisir une racine potentielle r pour chaque CFC puits de G et forcer la boucle (r, r) sur cette
racine. Soit R1 l’ensemble des racines se´lectionne´es ;
- Si t est strictement supe´rieur a` MINTREE alors, choisir un ensemble R2 de t − MINTREE racines
potentielles dans G, distinct de R1, et forcer la boucle sur chaque sommet de R2 ;
- Pour chaque CFC pour laquelle aucune boucle n’a e´te´ force´e, choisir un sommet v qui est un
sommet porte et forcer l’un des arcs connectant sortant de v. Soit R3 l’ensemble des sommets
porte ainsi se´lectionne´s.
E´TAPE 2
Pour chaque CFC S = (VS , ES) de G soient :
- H = VS ∩ (R1 ∪R2 ∪R3) (c.-a`-d., les sommets de S se´lectionne´s a` l’e´tape 1) ;
- L = VS −HS (c.-a`-d., le reste des sommets de S).
Pour chaque composante fortement connexe S de G, l’algorithme 4 page ci-contre TreeCovering(S,H,L)
construit une partition des sommets de S en |H| arbres ayant comme racines les sommets de H (la
partition est renvoye´e dans le parame`tre de sortie F). Notons que l’algorithme 4 page suivante est
correct car comme pour tout sommet v ∈ L, il existe un chemin vers au moins un sommet de H
(car S est une CFC ) alors, on s’assure que l’ensemble L tend vers l’ensemble vide au fil des ite´-
rations de la boucle ligne 2, c.-a`-d., que tout sommet de V est bien couvert par exactement un arbre.
Ainsi, nous venons de montrer comment construire un partitionnement de G en t arbres, quel que
soit t appartenant a` l’intervalle [MINTREE, MAXTREE]. De plus, comme D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE]
⊆ [MINTREE, MAXTREE], on a bien au moins une solution pour la contrainte tree.
4.2.2 Arc-consistance ge´ne´ralise´e pour la contrainte tree
Dans cette section, nous introduisons l’algorithme de filtrage de la contrainte tree. Cet algorithme repose
essentiellement sur la de´tection des arcs du graphe G qui empeˆchent certains sommets d’atteindre les
racines potentielles de G. Intuitivement, on cherche a` s’assurer que chaque sommet de G pourra eˆtre
couvert par un arbre bien forme´, c.-a`-d., un arbre enracine´ sur une racine potentielle de G.
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Algorithme 4 Construire une partition des sommets de S en |H| arbres ayant leurs racines dans H.
procedure TreeCovering(S,H,L) : F
1. F ← ∅ ;
2. Tant que L 6= ∅ faire
3. Si il existe un arc (v, h) ∈ ES tel que v ∈ L et h ∈ H alors
4. F ← F ∪ {(v, h)} ;
5. H ← H∪ {v} ;
6. L ← L \ {v} ;
7. Retourner F ;
Algorithme 5 Filtrage associe´ a` la contrainte tree(NTREE, VER).
procedure FilteringTree(G)
1. Si tree(NTREE, VER) n’a pas de solution (the´ore`me 6 page ci-contre) alors Retourner un e´chec ;
2. D(NTREE)← D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] ;
3. Si D(NTREE) = {MAXTREE} alors Forcer toutes les boucles de G ;
4. Si D(NTREE) = {MINTREE} alors
5. Supprimer toutes les boucles des composantes non puits de G ;
6. D ← l’ensemble des sommets dominants les racines potentielles de G ;
7. D ← D ∪ l’ensemble des racines potentielles de G ;
8. Appliquer la proce´dure FilteringDominators(G,G,D) de´crite par l’algorithme 6 page suivante ;
9. Retourner le graphe G filtre´ ;
L’algorithme 5 effectue un filtrage atteignant l’arc-consistance pour la contrainte tree. La ligne 1
ve´rifie si la contrainte posse`de au moins une solution. Pour cela, une proce´dure calculant les composantes
fortement connexes de G est ne´cessaire. La ligne 2 ajuste le domaine de NTREE en utilisant les bornes
MINTREE et MAXTREE introduites par le the´ore`me 6 page pre´ce´dente. La ligne 3 force toutes les boucles sur
les racines potentielles de G lorsque la borne MAXTREE est effectivement atteinte par NTREE. Ensuite, les
lignes 4 et 5 interdisent les boucles sur les racines potentielles appartenant a` des composantes non puits
de G lorsque la borne MINTREE est atteinte par NTREE. Finalement, les lignes 6 a` 9 de´tectent les sommets
dominants les racines potentielles de G, puis pour chaque sommet dominant, un parcours en profondeur
d’abord est effectue´ (dans la proce´dure FilteringDominators de l’algorithme 6) en vue de de´tecter les
arcs qui pourraient empeˆcher certains sommets d’eˆtre relie´s a` une racine potentielle. Les figures 4.5 et 4.6
proposent sur un exemple de visualiser l’effet du filtrage propose´ par l’algorithme 5.
4.2.3 Correction et comple´tude
Pour prouver que l’algorithme 5 atteint bien l’arc-consistance, nous montrons que :
1. aucun arc de G n’est supprime´ par l’algorithme 5 s’il appartient a` au moins une solution satisfaisant
la contrainte tree(NTREE, VER) (Lemme 9) ;
2. tout arc restant dans G apre`s application de l’algorithme 5 participe a` au moins une solution
satisfaisant la contrainte tree(NTREE, VER) (Lemme 10 page suivante).
Lemme 9. L’algorithme 5 ne retire aucun arc du graphe G pouvant appartenir a` une solution satisfaisant
la contrainte tree(NTREE, VER).
De´monstration. Supposons qu’il existe une solution S satisfaisant la contrainte tree(NTREE, VER) contenant
un arc (u, v) supprime´ par l’algorithme 5.
Tout d’abord, supposons que (u, v) est supprime´ par la ligne 3, c.-a`-d., dans le cas ou` NTREE = MAXTREE.
On est donc dans le cas ou` le sommet u est une racine potentielle de G et u 6= v. Comme (u, v) appartient
a` S alors, S est une foreˆt compose´e de MAXTREE− 1 arbres : c’est une contradiction.
Maintenant, supposons que (u, v) est supprime´ par les lignes 4 et 5, c.-a`-d., dans le cas ou` NTREE =
MINTREE. On est donc dans le cas ou` u = v et le sommet u appartient a` une composante non puits de G.
Comme (u, v) appartient a` S alors, S est une foreˆt compose´e de MINTREE + 1 arbres. En effet, MINTREE
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Algorithme 6 Filtrage des successeurs dans G de l’ensemble des sommets dominants D.
/* Filtre les successeurs de chaque sommet dominant d qui ne peut pas */
/* atteindre une racine contenue dans U sans passer par le sommet d */
procedure FilteringDominators(G,U ,D) : G
1. Pour chaque sommet d ∈ D faire
2. Pour chaque sommet v de Gmaybe faire
3. reach_potential_root(v)← no ;
4. visited(v)← no ;
5. Visit(G,U , d, d) ;
6. Pour chaque successeur s de d dans Gmaybe faire
7. Si reach_potential_root(s) = no alors supprimer l’arc (d, s) de Gmaybe ;
8. Retourner le graphe G filtre´ ;
/* Marque les successeurs de u pouvant atteindre une racine contenue dans U */
procedure Visit(G,U , d, u) : boole´en
9. visited(u)← yes ;
10. Si u est une racine potentielle de U alors reach_potential_root(u)← yes ;
11. Pour chaque successeur v de u tel que visited(v) = no faire
12. reach_potential_root(u)← Visit(G,U , d, v) ∨ reach_potential_root(u) ;
13. Pour chaque successeur v de u tel que visited(v) = yes et v 6= d faire
14. reach_potential_root(u)← reach_potential_root(u) ∨ reach_potential_root(v) ;
15. Renvoyer reach_potential_root(u) ;
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(a)
(a, c)
(a, c)
(c)
(a, c)
(b)
(a)
(a)
2 1
34
56
7
8
9
10
Fig. 4.5 – Effet de l’algorithme de filtrage 5
page pre´ce´dente sur la figure 4.2 page 49.
Type
Condition Lignes dans
sur NTREE l’algorithme 5
(a) - 6-8
(b) NTREE = 2 4-5
(c) NTREE = 3 3
Fig. 4.6 – Correspondance entre le filtrage de´crit par
les arcs marque´s par les lettres (a), (b) et (c) de la fi-
gure 4.5 et l’algorithme de filtrage 5 page pre´ce´dente.
est donne´ par le nombre de composantes puits du graphe G, donc forcer l’arc (u, v) revient a` forcer une
boucle dans une composante non puits : c’est une contradiction.
Finalement, supposons que (u, v) est supprime´ par les lignes 6 a` 8, c.-a`-d. que le sommet u est un
sommet dominant toutes les racines potentielles de G par rapport au sommet v. Cela signifie que l’arbre
de S contenant l’arc (u, v) est enracine´ sur un sommet sans boucle (car depuis l’arc (u, v), on ne peut
plus atteindre de racine sans passer par u) : c’est une contradiction.
Lemme 10. Tout arc restant dans le graphe G, apre`s application de l’algorithme 5 page pre´ce´dente,
participe a` au moins une solution satisfaisant la contrainte tree(NTREE, VER).
De´monstration. Soit (u, v) un arc de G restant apre`s application de l’algorithme 5 page pre´ce´dente. Soit
G(u,v) le graphe G dans lequel l’arc (u, v) a e´te´ force´.
Supposons tout d’abord que G(u,v) viole la condition (1) du the´ore`me 6 page 50. Cela signifie qu’il
existe une composante puits dans le graphe G(u,v) qui ne contient pas de racine potentielle. Donc, si
forcer l’arc (u, v) dans G(u,v) a augmente´ le nombre de CFC de G alors, le sommet u e´tait un sommet
dominant les racines potentielles de G. Mais alors, dans G(u,v), le sommet v ne peut plus atteindre de
racine potentielle. Donc, l’arc (u, v) aurait e´te´ supprime´ par la proce´dure FilteringDominators appele´e
par la ligne 8 de l’algorithme 5 page pre´ce´dente : c’est une contradiction.
Supposons maintenant que G(u,v) viole la condition (2) du the´ore`me 6 page 50. Cela signifie que
D(NTREE)∩[MINTREE, MAXTREE] de´finit un ensemble vide. On peut distinguer deux cas : soit (a)D(NTREE) <
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MINTREE, soit (b) D(NTREE) > MAXTREE. Soient CFC (u) et CFC (v) les CFC de G contenant respective-
ment les sommets u et v.
Dans le cas (a), remarquons que la valeur de MINTREE dans G(u,v) a augmente´ exactement de 1
par rapport a` sa valeur dans G. En effet, pour augmenter la valeur de MINTREE, le sommet u doit eˆtre
l’unique sommet porte de CFC (u) et CFC (u) = CFC (v). Mais alors, forcer l’arc (u, v) dans G transforme
CFC (u) en une composante puits de G(u,v) ce qui augmente MINTREE de 1. On peut donc en de´duire que si
D(NTREE) < MINTREE dans G(u,v) alors, D(NTREE) = MINTREE dans G. Ainsi, toutes les racines potentielles
de CFC (u) auraient e´te´ supprime´es par la ligne 5 de l’algorithme 5 page 51. D’autre part, dans le cas u 6= v,
le sommet u e´tant l’unique porte de CFC (u), l’arc (u, v) aurait e´te´ supprime´ par la proce´dure appele´e
par la ligne 8 de l’algorithme 5 page 51 puisque u e´tait un sommet dominant les racines potentielles de G
(celles e´ventuellement pre´sentent dans CFC (u) ont e´te´ supprime´es par la ligne 5) : c’est une contradiction.
Dans le cas (b), remarquons que la valeur de MAXTREE dans G(u,v) a diminue´ exactement de 1 par
rapport a` sa valeur dans G. En effet, pour diminuer la valeur de MAXTREE, le sommet u doit eˆtre une
racine potentielle de G et u 6= v. Forcer l’arc (u, v) supprime la boucle sur le sommet u et diminue de
exactement 1 la valeur de MAXTREE dans G(u,v). On peut donc en de´duire que si D(NTREE) > MAXTREE
dans G(u,v) alors, D(NTREE) = MAXTREE dans G. Ainsi, toutes les racines potentielles de G auraient e´te´
force´es par la ligne 3 de l’algorithme 5 page 51 ce qui aurait conduit a` la suppression de l’arc (u, v) dans
G : c’est une contradiction.
4.2.4 Complexite´
On s’inte´resse tout d’abord a` la complexite´ de la condition ne´cessaire et suffisante introduite par le
the´ore`me 6 page 50 qui est e´value´e a` la ligne 1 de l’algorithme 5 page 51. La complexite´ repose sur le
calcul des composantes fortement connexes de G qui peut eˆtre effectue´ en O(m+n) par une recherche en
profondeur d’abord propose´e dans [Tar72]. La ligne 2 ajuste le domaine de la variable NTREE relativement
aux bornes minimum (MINTREE) et maximum (MAXTREE) sur le nombre d’arbres possibles pour couvrir
G. Ensuite, les lignes 3 a` 5 peuvent eˆtre trivialement effectue´es en O(n). La ligne 6 calcule les sommets
dominant les racines potentielles de G en O(n2) par l’algorithme propose´ dans [CHK01]. Finalement,
la ligne 8 appelle la proce´dure de´crite par l’algorithme 6 page pre´ce´dente. Cette proce´dure effectue un
parcours en profondeur d’abord (lignes 9 a` 15) a` partir de chaque sommet dominant les racines potentielles
de G. Globalement, les lignes 1 a` 8 de la proce´dure sont calcule´es en O(mn). D’ou`, le the´ore`me :
The´ore`me 7. L’algorithme 5 page 51 filtre la contrainte tree(NTREE, VER) en temps O(mn).
4.3 Filtrer la contrainte proper-tree
De nombreuses applications pratiques ne ne´cessitent pas directement la couverture de tous les sommets
du graphe G associe´ a` la contrainte proper-tree. Par exemple, on peut souhaiter trouver un certain nombre
de chemins empruntant un sous-ensemble des sommets de G (c’est par exemple le cas dans l’exemple de
planification de missions donne´ en introduction du chapitre 5 page 65). L’objet de cette section est de
montrer comment mode´liser et prendre compte une telle situation a` l’aide de la variable NPROP repre´sentant
le nombre d’arbres propres autorise´s dans une partition valide.
La section 4.3.1 montre que le graphe associe´ a` la contrainte proper-tree ne peut pas eˆtre filtre´ jusqu’a`
l’arc-consistance ge´ne´ralise´e en temps polynomial. Ensuite, la section 4.3.2 page suivante de´taille l’e´valua-
tion des bornes minimum et maximum sur le nombre d’arbres propres pouvant couvrir le graphe associe´
a` la contrainte proper-tree. Puis, la section 4.3.3 page 57 introduit une condition ne´cessaire sur l’existence
d’une solution satisfaisant la contrainte proper-tree. Le filtrage relatif a` cette condition ne´cessaire est in-
troduit en section 4.3.4 page 57 et de´montre´ en section 4.3.5 page 59. Finalement, la section 4.3.6 page 61
e´tudie la complexite´ de l’algorithme de filtrage propose´.
4.3.1 Complexite´ the´orique
The´ore`me 8. Propager l’arc consistance ge´ne´ralise´e pour la contrainte proper-tree(NPROP, VER) est NP-
complet.
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Fig. 4.7 – Mode´lisation d’un proble`me de « hitting set » par une contrainte proper-tree, avec NPROP = 2
et |Vleft | = |C|.
De´monstration. Premie`rement, un certificat polynomial pour la contrainte proper-tree est fourni. Ce cer-
tificat repose sur un algorithme de´terministe polynomial ve´rifiant qu’une assignation totale des variables
mises en jeu dans la contrainte proper-tree est une solution valide, c.-a`-d., satisfait la contrainte. Nous
assurons qu’une assignation comple`te des variables de proper-tree constitue une foreˆt bien forme´e ve´rifiant
que (1) le graphe oriente´ Gsure associe´ a` proper-tree contient NPROP composantes connexes comportant
au moins deux sommets, et (2) Gsure ne contient aucun circuit mettant en jeu plus d’un sommet (c.-a`-d.,
une boucle sur un sommet).
Dans un deuxie`me temps, nous montrons que toute instance du proble`me NP-complet « hitting
set »1 [GJ78] est reformulable en temps polynomial sous la forme d’une contrainte proper-tree(NPROP, VER).
Une mode´lisation classique du proble`me « hitting set » repose sur un graphe biparti B = (Vleft ,Vright , E)
de´fini de la manie`re suivante :
– un sommet de Vleft est associe´ a` chaque sous-ensemble de C ;
– un sommet de Vright est associe´ a` chaque e´le´ment de S ;
– il existe une areˆte dans E entre un sommet de Vleft et un sommet de Vright ssi l’e´le´ment associe´ au
sommet de Vright appartient au sous-ensemble associe´ au sommet de Vleft .
Une solution au proble`me du « hitting set » consiste alors a` trouver une assignation de chaque som-
met de Vleft a` un sommet de Vright telle qu’au plus k sommets de Vright soient utilise´s pour assi-
gner tous les sommets de Vleft . Nous proposons une transformation polynomiale du proble`me « hit-
ting set » en une contrainte proper-tree(NPROP, VER). Pour cela, nous de´finissons le graphe associe´ G par
(Vleft ∪ Vright , {(i, j) ∈ Vleft × Vright | i = j ∨ (i, j) ∈ E}). Le proble`me du « hitting set » consiste alors a`
trouver une partition de G avec au plus k arbres propres (voir figure 4.7).
Lemme 11. De´terminer le nombre minimum d’arbres propres MINPROP participant a` une partition d’un
graphe G en arbres est NP-dur.
De´monstration. Soit P le proble`me de satisfaction qui, e´tant donne´ un graphe oriente´ G, de´termine
l’existence d’une partition par des arbres de G telle que k arbres soient propres. D’apre`s le the´ore`me 8 page
pre´ce´dente, P est un proble`me NP-complet. Supposons que G contienne exactement n racines potentielles
et que l’on connaisse un oracle re´pondant au proble`me de satisfaction P alors, MINPROP est calculable en
log2(n) appels a` l’oracle sur P .
4.3.2 Bornes sur le nombre d’arbres propres
L’e´valuation du nombre minimum d’arbres propres pouvant couvrir le graphe G e´tant un proble`me NP-
-dur, nous allons nous attacher a` de´terminer une borne infe´rieure du nombre minimum d’arbres propres
1E´tant donne´ une collection C de sous-ensembles de l’ensemble S et un entier k, le proble`me du « hitting set » ve´rifie
l’existence d’un sous-ensemble S′ ⊆ S tel que |S′| ≤ k et S′ contient au moins un e´le´ment de chaque sous-ensemble de C.
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Fig. 4.8 – E´valuation de la borne MINPROP sur le graphe G associe´ a` une contrainte proper-tree. Les
composantes puits CFC 2 et CFC 3 ve´rifient la condition (1), donc chacune va former un arbre propre.
La composante CFC 0 est atteinte par un arc de Gsure , (9, 8), donc elle forme aussi un arbre propre. La
borne MINPROP est donc e´gale a` 3.
autorise´s pour couvrir G.
Proposition 1. E´tant donne´ une contrainte proper-tree et le graphe G associe´, une borne infe´rieure
sur le nombre d’arbres propres, MINPROP, utilise´s dans toute partition de G est de´finie par le nombre de
composantes puits de G telles que :
(1) il existe un sommet sans boucle dans cette composante ;
(2) ou, il existe un arc de Gsure vers un sommet de cette composante.
De´monstration. Dans une composante puits de´finie par la condition (1), tout sommet sans boucle doit
atteindre une racine potentielle de cette composante. Cela constitue un arbre propre avec au moins
deux sommets. La condition (2) de´crit une composante connexe de Gsure de taille supe´rieure ou e´gale 2.
Comme une telle composante connexe ne peut pas eˆtre refractionne´e en composantes de taille strictement
infe´rieure a` 2, elle forme un arbre propre.
Exemple 3. Le graphe G repre´sente´ par la figure 4.8 contient trois composantes puits CFC 0, CFC 2
et CFC 3. La composante CFC 0 est atteinte par un arc de Gsure (l’arc (9, 8)) donc elle forme un arbre
propre. D’autre part, les composantes puits CFC 2 et CFC 3 contiennent respectivement les sommets 1 et
4 qui ne sont pas racines potentielles. Comme ils devront quoiqu’il arrive en atteindre une, on sait que
les composantes CFC 2 et CFC 3 engendreront chacune un arbre propre. Finalement, pour le graphe G,
on sait que MINPROP est e´gal a` 3.
Inte´ressons-nous maintenant au nombre maximum d’arbres propres pouvant couvrir un graphe G associe´
a` une contrainte proper-tree. Ce nombre est intuitivement lie´ au nombre de racines potentielles pre´sentes
dans le graphe G. En effet, on ne peut pas construire plus d’arbres bien forme´s que de racines potentielles
disponibles initialement. Seulement, nous ne devons pas prendre en compte les sommets isole´s. Finalement,
parmi les sommets qui ne sont incidents a` aucun arc de Gsure , il faut e´valuer le nombre maximum d’arbres
propres possibles. Un arbre propre e´tant compose´ d’au moins deux sommets, on cherche a` maximiser le
nombre d’arbres propres dans le sous-graphe de Gmaybe induit par les sommets qui ne sont incidents a`
aucun arc de Gsure . Avant de pre´senter la formule calculant la borne supe´rieure sur le nombre d’arbres
propres couvrant le graphe G = (V, E), nous introduisons le graphe non-oriente´ Grootmaybe = (Vrootmaybe , Erootmaybe)
de´fini par :
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Fig. 4.9 – Un graphe G associe´ a` une contrainte proper-tree est repre´sente´ par la figure 4.9(a). Le graphe
Grootmaybe associe´ a` G est donne´ par la figure 4.9(b). Un couplage de cardinalite´ maximum de Grootmaybe est
repre´sente´ par les areˆtes en gras de la figure 4.9(b), on a |µ(Grootmaybe)| = 4. Les composantes connexes de
Gsure de taille ≥ 2 sont donne´es par CC 0, CC 1 et CC 2 (contenant les arcs en trait plein). Le nombre de
racines potentielles ou fixe´es est donne´ par |R| = 6. La borne MAXPROP est donc e´gale a` min(6, 4+3) = 6.
– l’ensemble des sommets de Vrootmaybe est de´fini par l’union de l’ensemble Vroot des sommets racines
potentielle de Gmaybe avec l’ensemble Vprec des sommets pre´ce´dant au moins une racine potentielle
dans Gmaybe ;
– l’ensemble des areˆtes Erootmaybe est de´fini par {(u, v) ∈ E | v ∈ Vroot}.
De plus, nous noterons dans la suite par µ(Grootmaybe) un couplage de cardinalite´ maximum dans le graphe
Grootmaybe et, par CC≥2sure l’ensemble des composantes connexes de Gsure , de taille supe´rieure ou e´gale a` 2.
Finalement, on notera par R l’ensemble des racines (potentielles ou fixe´es) de G.
Proposition 2. E´tant donne´ une contrainte proper-tree et le graphe G associe´, une borne supe´rieure sur
le nombre d’arbres propres, MAXPROP, utilise´s dans une partition de G est de´finie par :
min(|R|, |CC≥2sure |+ |µ(Grootmaybe)|)
De´monstration. Montrons que la borne MAXPROP est correcte (en d’autre termes, MAXPROP est une borne
supe´rieure du nombre maximum d’arbres propres). Pour cela, conside´rons les graphes Gmaybe et Gsure
associe´s au graphe G de´finissant la contrainte proper-tree. Chaque composante connexe de Gsure de taille
supe´rieure ou e´gale a` 2 va participer a, au plus, un arbre propre. Il reste donc a` montrer combien d’arbres
propres peuvent eˆtre cre´e´s au plus dans Gmaybe . Pour cela, conside´rons le graphe Grootmaybe de´rive´ de Gmaybe
et montrons que l’on ne peut pas construire plus de |µ(Grootmaybe)| arbres propres dans Gmaybe . A` cet effet,
montrons que si tous les sommets de Vroot sont sature´s dans le couplage µ(Grootmaybe) alors, on ne peut pas
cre´er plus de |µ(Grootmaybe)| arbres propres dans Gmaybe . S’il existe un sommet de Vroot non sature´ dans le
couplage alors : soit la racine potentielle correspondante n’a pas de pre´de´cesseur dans Gmaybe et donc
cette racine ne peut pas former un arbre propre ; soit elle posse`de un pre´de´cesseur u dans Gmaybe mais,
il est force´ment sature´ dans le couplage µ(Grootmaybe) sinon il existerait une chaˆıne augmentante saturant
l’areˆte correspondante.
Exemple 4. Du graphe G repre´sente´ par la figure 4.9(a) on peut extraire d’une part le graphe Grootmaybe ,
repre´sente´ par la figure 4.9(b), et d’autre part le graphe Gsure , repre´sente´ par les composantes CC 0, CC 1
et CC 2 de la figure 4.9(a). Un couplage maximum de Grootmaybe fournit un arrangement par paires des
sommets non instancie´s de G pre´ce´dant au moins une racine potentielle. Cet arrangement maximise, par
de´finition, le nombre d’arbres propres constructibles dans Gmaybe (repre´sente´ par les composantes CFC 0,
CFC 1 et CFC 2 de la figure 4.9(a)). On a donc |µ(Grootmaybe)| = 4. D’autre part, les composantes connexes
CC 0, CC 1 et CC 2 du graphe Gsure sont de taille ≥ 2 donc, elles peuvent potentiellement former chacune
un arbre propre. Ainsi, on obtient : MAXPROP = min(|R|, |CC≥2sure | + |µ(Grootmaybe)|) = min(6, 3 + 4) = 6
arbres propres au maximum dans le graphe G.
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4.3.3 Existence d’une solution pour la contrainte proper-tree
Le the´ore`me suivant donne deux conditions ne´cessaires d’existence d’une solution pour la contrainte
d’arbre proper-tree. La premie`re condition assure que l’on peut effectivement cre´er une foreˆt couvrante
alors que la seconde condition ve´rifie qu’il existe au moins une valeur k dans le domaine de NPROP
compatible avec les bornes sur le nombre d’arbres propres. Remarquons que cette condition est en tout
point similaire a` la condition ne´cessaire et suffisante introduite pour la contrainte tree dans la section 4.2
page 49. Cependant, dans ce cas, on s’attache a` e´valuer la consistance du domaine de NPROP par rapport
aux bornes MINPROP et MAXPROP. Les bornes MINPROP et MAXPROP n’e´tant pas force´ment re´alisables, il
s’agit seulement de conditions ne´cessaires.
The´ore`me 9. S’il existe une solution pour la contrainte proper-tree(NPROP, VER) alors, les conditions
suivantes sont ve´rifie´es :
(1) toute composante puits de G est une composante enracine´e de G ;
(2) D(NPROP) ∩ [MINPROP, MAXPROP] 6= ∅, ou` MINPROP est une borne infe´rieure du nombre minimum
d’arbres propres pouvant couvrir G (proposition 1 page 55) et, MAXPROP est une borne supe´rieure du
nombre maximum d’arbres propres pouvant couvrir G (proposition 2 page pre´ce´dente).
De´monstration. Pour la condition (1) : Si une composante puits de G n’est pas une composante enracine´e
alors, il existe au moins un circuit dans G parmi les sommets associe´s a` cette composante puits et la
contrainte ne peut pas eˆtre satisfaite. Pour la condition (2) : Si D(NPROP) ∩ [MINPROP, MAXPROP] = ∅
alors, soit max(NPROP) est strictement infe´rieur a` MINPROP, soit min(NPROP) est strictement supe´rieur a`
MAXPROP. Dans le premier cas, la contradiction est e´vidente par le fait que, pour chaque composante puits
de G prise en compte dans la borne MINPROP (proposition 1 page 55), on a montre´ qu’au moins un arbre
propre serait cre´e´. Dans le second cas, la borne MAXPROP e´tant correcte (proposition 2 page pre´ce´dente),
l’existence d’une solution pour la contrainte proper-tree, contenant un nombre d’arbres propres supe´rieur
a` MAXPROP est impossible.
4.3.4 Algorithme de filtrage pour la contrainte proper-tree
Nous de´crivons ici le filtrage relatif a` la contrainte proper-tree(NPROP, VER) par rapport aux bornes MINPROP
et MAXPROP associe´es aux propositions 1 page 55 et 2 page pre´ce´dente. Tout d’abord, nous de´crivons
comment la notion de sommet dominant dans le graphe G va a` nouveau (c’e´tait de´ja` le cas pour la
contrainte tree en section 4.2 page 49) permettre de filtrer certains arcs inconsistants de Gmaybe par
rapport a` la borne MINPROP. Puis, nous montrerons comment les couplages maximaux du graphe Grootmaybe
associe´ a` Gmaybe vont e´galement permettre (c’e´tait de´ja` le cas pour la contrainte proper-forest au chapitre 3
page 29) de filtrer les arcs inconsistants de Gmaybe par rapport a` la borne MAXPROP.
Cependant, avant de s’inte´resser au filtrage de la contrainte proper-tree relativement aux bornes
MINPROP et MAXPROP, remarquons que l’algorithme de filtrage propose´ en section 4.2 page 49 pour la
contrainte tree reste e´galement valide dans le cas de la contrainte proper-tree, excepte´ pour la partie
concernant les bornes MINTREE et MAXTREE, qui sont spe´cifiques a` la contrainte tree. En effet, il suffit
pour s’en convaincre d’observer que les deux contraintes ne diffe`rent que par les variables NTREE et NPROP
spe´cifique a` chacune. On remarque alors, que le nombre d’arbres (NTREE) pouvant partitionner un graphe
G est toujours supe´rieur ou e´gal au nombre d’arbres propres (NPROP) pouvant couvrir ce meˆme graphe.
Exemple 5. La figure 4.10(a) page suivante pre´sente un graphe G associe´ a` une contrainte
proper-tree(NPROP, VER). Ce graphe sera utilise´ pour illustrer l’effet des algorithmes de filtrage que nous
allons introduire dans la suite de cette section. Les rectangles repre´sentent les sommets des composantes
puits de G atteintes par un arc de Gsure (T ) et des composantes puits de G contenant un sommet sans
boucle (P). Les arcs en pointille´ sont les arcs de Gmaybe et les arcs en traits pleins sont ceux de Gsure .
Filtrage lorsque NPROP ≤ MINPROP.
L’algorithme 7 page 59 commence tout d’abord par calculer la borne MINPROP (ligne 1) relative aux
nombres minimum d’arbres propres autorise´s dans le graphe G associe´ a` la contrainte proper-tree. Puis,
nous re´percutons cette borne sur la variable NPROP (ligne 2).
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(d) G apre`s filtrage lorsque NPROP ≥
MAXPROP = 10.
Fig. 4.10 – La figure 4.10(a) repre´sente un graphe G associe´ a` la contrainte proper-tree(NPROP, VER). La
figure 4.10(b) repre´sente l’e´tat du graphe G apre`s le filtrage relatif a` la borne MINPROP. La figure 4.10(c)
repre´sente la graphe Grootmaybe associe´ a` G, les areˆtes en gras sont les areˆtes appartenant au couplage maxi-
mum µ(Grootmaybe) du graphe Grootmaybe associe´ au graphe G. Les areˆtes en pointille´ sont les areˆtes n’appartenant
a` aucun couplage de Grootmaybe . La figure 4.10(d) repre´sente l’e´tat du graphe G apre`s le filtrage relatif a` la
borne MAXPROP.
Le filtrage du graphe Gmaybe relatif a` la borne MINPROP ne´cessite de ve´rifier pour chaque sommet du
graphe Gmaybe , s’il peut atteindre une composante puits de Gmaybe dont on est certain qu’elle formera
un arbre propre (ces composantes sont enregistre´es dans les ensembles T et P, lignes 4 et 5). L’intuition
de l’algorithme est base´e sur la de´tection des arcs de Gmaybe qui vont empeˆcher certains sommets d’eˆtre
relie´s aux arbres propres de´ja` cre´e´s ou aux composantes puits dont on est suˆr qu’elles formeront au moins
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Algorithme 7 Filtrer une contrainte proper-tree(NPROP, VER) avec NPROP ≤ MINPROP.
/* Restriction de NPROP */
1. Calculer MINPROP ;
2. Ajuster min(NPROP) avec MINPROP ;
/* Filtrage de Gmaybe par rapport a` MINPROP */
3. Si D(NPROP) = MINPROP alors
4. T ← les sommets des composantes puits de G atteintes par un arc de Gsure ;
5. P ← les sommets des composantes puits de G contenant un sommet sans boucle ;
6. D ← les sommets dominants les racines potentielles de T ∪ P (racines de G inclues) ;
8. Appliquer la proce´dure FilteringDominators(G,T ∪ P,D) de´crite par l’algorithme 6 page 52 ;
9. Retourner le graphe G filtre´ ;
un arbre propre (les composantes enregistre´es dans T et P). Ce filtrage correspond parfaitement a` celui
introduit dans le cas de la contrainte tree. En effet, dans le cas de tree, on conside´rait que toute racine du
graphe G pouvait former un arbre alors que, dans le cas de proper-tree, on ne conside`re qu’un sous-ensemble
de racines de G donne´ par l’ensemble des racines contenues dans T ∪P. La proce´dure permettant de filtrer
chaque sommet dominant est de´crite par l’algorithme 6 page 52 FilteringDominators() applique´ sur le
graphe G par rapport au sous-ensemble T ∪ P des sommets de G.
Remarquons que dans le cas du filtrage sur la borne MINPROP, il est inutile d’appliquer le filtrage, pour-
tant valide, de la contrainte tree comme nous l’avions dit en introduction. En effet, si dans la contrainte
tree les sommets dominants sont calcule´s par rapport a` toutes les racines du graphe G, dans le cas de
proper-tree, les sommets dominants sont calcule´s par rapport a` un sous-ensemble des racines de G (celles
contenues dans T ∪P). Donc, tout sommet dominant de G pris en compte par le filtrage de la contrainte
tree est pris en compte par le filtrage de la contrainte proper-tree lorsque la borne MINPROP est atteinte.
Exemple 6. La figure 4.10(b) page pre´ce´dente repre´sente l’e´tat du graphe G de la figure 4.10(a) page
ci-contre obtenu apre`s filtrage par l’algorithme 7. Dans la figure 4.10(a) page ci-contre, les sommets
{1, 2, 7, 10, 11} sont des sommets dominant les racines potentielles de T ∪P. L’algorithme 7 supprime la
boucle sur les racines potentielles 2 et 11 car il s’agit de sommets de G qui dominent les racines potentielles
de T ∪P pour au moins un sommet qui lui n’est pas racine potentielle, dans notre cas les sommets 1, 13 et
14. Puis, il supprime les arcs sortant de chacun des sommets dominants pouvant empeˆcher l’acce`s a` une
racine potentielle de T ∪ P. Ainsi, les arcs (1, 0), (2, 0), (2, 1), (7, 6), (10, 9) et (11, 10) sont supprime´s.
Filtrage lorsque NPROP ≥ MAXPROP.
L’algorithme 8 page suivante commence tout d’abord par calculer la borne MAXPROP (ligne 1) relative aux
nombres maximum d’arbres propres autorise´s dans le graphe G associe´ a` une contrainte proper-tree. Puis,
nous re´percutons cette borne sur la variable NPROP (ligne 2).
Le filtrage du graphe Gmaybe relatif a` la borne MAXPROP ne´cessite de de´tecter les areˆtes (u, v) sature´es
dans tout couplage maximum de Grootmaybe . En effet, ces areˆtes nous assurent que les sommets u et v feront
partie du meˆme arbre propre (contenant soit les arcs (u, v) et (v, v), soit les arcs (v, u) et (u, u)) dans
toute couverture valide de Gmaybe par |µ(Grootmaybe)| arbres propres (lignes 3 a` 14). L’intuition de ce filtrage
est base´e sur le fait que l’on cherche a` cre´er le plus grand nombre d’arbres propres dans Gmaybe . Dans ce
but, les lignes 3 a` 14 suppriment tous les arcs de Gmaybe qui ne peuvent pas y contribuer.
Exemple 7. La figure 4.10(d) page pre´ce´dente repre´sente l’e´tat du graphe G de la figure 4.10(a) page
ci-contre obtenu apre`s filtrage par l’algorithme 8 page suivante. Dans la figure 4.10(c) page ci-contre, les
areˆtes (u, v) appartenant a` tout couplage de cardinalite´ maximum de Grootmaybe conduisent au filtrage des
arcs sortant des sommets u et v. Ainsi, les arcs entre les sommets 0 et 2, 1 et 2, 2 et 3, 3 et 4, 4 et 5,
4 et 7, 10 et 11, 10 et 12, 12 et 13, 13 et 14 vont eˆtre supprime´s. Finalement, la boucle sur le sommet 2
est supprime´e par les lignes 12 a` 14 puisque l’arc (2, 4) appartient a` Gmaybe mais pas l’arc (4, 2).
4.3.5 Correction
Pour prouver que les algorithmes 7 et 8 page suivante sont corrects, nous montrons que :
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Algorithme 8 Filtrer une contrainte proper-tree(NPROP, VER) avec NPROP ≥ MAXPROP.
/* Restriction de NPROP */
1. Calculer MAXPROP ;
2. Ajuster max(NPROP) avec MAXPROP ;
/* Filtrage de Gmaybe par rapport a` MAXPROP */
3. Si D(NPROP) = MAXPROP alors
4. Pour chaque are^te (u, v) de Grootmaybe faire
5. Si (u, v) appartient a` tout couplage de cardinalite´ maximum de Grootmaybe alors
6. Pour chaque arc (u,w) de Gmaybe tel que w 6= v et w 6= u faire
7. Supprimer (u,w) de Gmaybe ;
8. Pour chaque arc (v, w) de Gmaybe tels que w 6= v et w 6= u faire
9. Supprimer (v, w) de Gmaybe ;
10. Si u est une racine potentielle ou v est une racine potentielle mais pas les deux alors
11. Forcer la boucle sur u ou sur v suivant le cas ;
12. Si u et v sont deux racines potentielles alors
13. Si (u, v) est dans Gmaybe mais pas (v, u) alors Supprimer la boucle sur u ;
14. Sinon Supprimer la boucle sur v ;
15. Retourner le graphe G filtre´ ;
1. aucun arc de G n’est supprime´ par l’algorithme 7 page pre´ce´dente s’il appartient a` au moins une
solution satisfaisant la contrainte proper-tree (Lemme 12) ;
2. aucun arc de G n’est supprime´ par l’algorithme 8 s’il appartient a` au moins une solution satisfaisant
la contrainte proper-tree (Lemme 13).
Lemme 12. L’algorithme 7 page pre´ce´dente ne supprime aucun arc de Gmaybe appartenant a` au moins
une solution satisfaisant la contrainte proper-tree(NPROP, VER) lorsque NPROP ≤ MINPROP.
De´monstration. On rappelle tout d’abord que toute composante puits contenue dans T ∪P forme au moins
un arbre propre. Maintenant, supposons qu’il existe une solution S satisfaisant la contrainte proper-tree.
Nous pouvons distinguer deux hypothe`ses possibles pour le filtrage effectue´ a` la ligne 8 de l’algorithme 7
page pre´ce´dente :
– Soit u un sommet racine de S tel que la boucle sur u aurait e´te´ supprime´e par la ligne 8. Alors, par
de´finition, u est un sommet dominant les racines potentielles de T ∪ P dans G. De plus, il existe
un sommet v, qui n’est pas une racine potentielle, tel que tout chemin de v a` une racine potentielle
de T ∪ P passe par le sommet u. Donc, fixer la boucle sur u va cre´er un nouvel arbre enracine´ sur
u. Il s’agit d’un arbre propre puisque v est force´ment rattache´ a` u par un chemin. Mais, u pouvait
lui-meˆme eˆtre rattache´ a` une racine potentielle de T ∪P, c.-a`-d., a` des composantes qui vont chacune
former au moins un arbre propre. Ainsi, fixer la boucle sur u cre´e un arbre propre supple´mentaire :
c’est une contradiction ;
– Soit (u, v) un arc de S qui aurait e´te´ supprime´ par la ligne 8. Alors, par de´finition, u est un sommet
dominant les racines potentielles de T ∪ P dans G. De plus, forcer l’arc (u, v) dans G implique
que ni u, ni v ne pourront atteindre une racine potentielle de T ∪ P. Donc les sommets u et v
vont appartenir a` un nouvel arbre propre qui ne sera pas enracine´ sur un sommet de T ∪ P. Ce
nouvel arbre est force´ment supple´mentaire car u aurait pu eˆtre rattache´ par un chemin a` une racine
potentielle de T ∪ P, et v pouvait toujours eˆtre rattache´ a` u. Ainsi, fixer l’arc (u, v) cre´e un arbre
propre supple´mentaire : c’est une contradiction.
Lemme 13. L’algorithme 8 ne supprime aucun arc de Gmaybe appartenant a` au moins une solution
satisfaisant la contrainte proper-tree(NPROP, VER) lorsque NPROP ≥ MAXPROP.
De´monstration. On montre tout d’abord que tout arc (u, v) de Gmaybe supprime´ par l’algorithme ne cre´e
pas un sommet w ne pouvant plus atteindre de racine de G. Supposons que cela ne soit pas le cas. De la
suppression d’un arc (u, v), on peut e´tudier deux cas :
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(1) u 6= v : c’est le filtrage des lignes 5 a` 11. On peut en de´duire que u et v dominent les racines de G
par rapport a` w. Par conse´quent, le sommet v est une racine potentielle mais pas le sommet u et, u
ne pre´ce`de pas directement une autre racine que v sinon le retrait de (u, v) n’aurait pas isole´ w des
racines de G. Mais alors, dans Grootmaybe , u est atteint par l’unique areˆte (u, v) donc, (u, v) est sature´e
dans au moins un couplage de cardinalite´ maximum de Grootmaybe et n’a pas pu eˆtre supprime´e par les
lignes 5 a` 11 : c’est une contradiction.
(2) u = v : c’est le filtrage des lignes 12 et 14. Dans ce cas, on sait que u = v. Mais alors, la boucle
sur u e´tait la seule racine atteignable par w. Ceci est absurde car, si (u, v) est supprime´e de Gmaybe
alors, c’est qu’il existe un arc (u, r) tel que r est une racine de G. Donc, apre`s le retrait de (u, v), le
sommet w peut toujours atteindre une racine de G.
Supposons maintenant qu’il existe une solution S telle qu’il existe un arc (u, v) dans S supprime´ par
l’algorithme 8 page ci-contre. E´tudions les deux cas de filtrages possibles :
(1) u 6= v : c’est le filtrage des lignes 5 a` 11. Cela signifie qu’il existe un arc (u,w) dans Gmaybe tel
que l’areˆte (u,w) correspondante dans Grootmaybe soit sature´e dans tout couplage maximum. Si l’areˆte
(u,w) est une areˆte toujours sature´e alors, les sommets u et w forment un arbre propre dans toute
partition de Grootmaybe maximisant le nombre d’arbres propres (voir la contrainte proper-forest). Par
conse´quent, ils forment aussi un arbre propre dans toute partition de Gmaybe maximisant le nombre
d’arbres propres. Ainsi, la suppression de l’arc (u,w) de Gmaybe diminue le nombre d’arbres propres
couvrant Gmaybe : c’est une contradiction.
(2) u = v : c’est le filtrage des lignes 12 et 14. C’est une conse´quence directe de la preuve pour le cas
u 6= v. En effet, si pour une areˆte (u,w) toujours sature´e dans Grootmaybe ne correspond qu’un unique
arc (u,w) de Gmaybe alors, la boucle sur u ne peut pas eˆtre fixe´e. En effet, elle empeˆcherait les
sommets u et w de former un arbre propre : c’est une contradiction.
4.3.6 Complexite´
Le calcul de la borne MINPROP repose sur la connaissance des composantes connexes du graphe Gsure et des
composantes fortement connexes de G, la complexite´ est donc en O(m+n). Le calcul de la borne MAXPROP
ne´cessite de calculer un couplage de cardinalite´ maximum dans le graphe Grootmaybe associe´ a` Gmaybe , ceci
peut eˆtre effectue´ en O(m
√
n) [MV80].
Le filtrage relatif a` la borne MINPROP ne´cessite de connaitre les composantes puits de Gmaybe contenant
un sommet sans boucle et celles atteintes par un arc de Gsure . Reconnaˆıtre de telles composantes fortement
connexes de Gmaybe couˆte au plusO(n) (en admettant que les composantes puits de Gmaybe soient connues).
Il faut aussi de´tecter l’ensemble des sommets dominant les racines potentielles de T ∪P, ce qui est calcule´
en O(n2) comme nous l’avons montre´ en section 4.2 page 49. Finalement, pour chaque sommet dominant,
un parcours en profondeur est exe´cute´ en O(mn) par la proce´dure FilteringDominators introduite par
l’algorithme 6 page 52.
Finalement, le filtrage relatif a` la borne MAXPROP ne´cessite de savoir de´tecter les areˆtes de Grootmaybe satu-
re´es dans tout couplage de cardinalite´ maximum de Grootmaybe . Comme nous l’avons montre´ en section 3.3.4
page 42 ceci peut eˆtre respectivement effectue´ en O(mn). On en de´duit les the´ore`mes suivant :
The´ore`me 10. Les algorithmes 7 page 59 et 8 page pre´ce´dente filtrent une contrainte proper-tree avec
une complexite´ temporelle de O(nm).
4.4 Synthe`se sur les contraintes d’arbre dans les cas oriente´ et
non-oriente´
Cette section met en lumie`re les similitudes et les diffe´rences entre, d’une part les contraintes resource-forest
et proper-forest introduites par le chapitre 3 page 29, et d’autre part les contraintes tree et proper-tree
que nous venons de voir. Nous rappelons que toutes les quatre sont de´finies sur un graphe G = (V, E),
oriente´ ou non suivant le cas, tel que |V| = n et |E| = m.
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Le Tableau 4.1 re´sume les meilleures complexite´s connues pour ve´rifier la faisabilite´ et filtrer chaque
contrainte d’arbre. Il faut remarquer que, comme bien souvent, le calcul d’une foreˆt couvrante pour un
graphe G donne´ est globalement plus couˆteux dans le cas des graphes oriente´s, que dans le cas des graphes
non-oriente´s.
Dans la suite, le tableau 4.2 page ci-contre utilise les notations suivantes :
Notation 6. Pour un graphe H donne´,
– |CC (H)| est le nombre de composantes connexes maximales au sens de l’inclusion ;
– µ(H) est un couplage de cardinalite´ maximum de H ;
– |CFC sink(H)| de´note le nombre de composantes fortement connexes puits dans H ;
– |RH | est le nombre de racines potentielles dans H ;
– |CFC proper(H)| est le nombre de composantes puits de H telles que pour chaque composante de´-
compte´e, il existe un sommet sans boucle ou il existe un arc suˆr l’atteignant.
Le tableau 4.2 page suivante re´sume les principales proprie´te´s de graphes utilise´es pour de´terminer
des bornes re´alisables sur le nombre d’arbres autorise´s pour couvrir le graphe, ainsi que les conditions
d’existence d’arbres « bien forme´s » vis-a`-vis de la de´finition de chaque contrainte. Ce dernier tableau
montre que quatre proprie´te´s de la the´orie des graphes de´finissent les quatre contraintes : les composantes
connexes (dans le cas de graphes non-oriente´s), les composantes fortement connexes (dans le cas des
graphes oriente´s), le couplage de cardinalite´ maximum et, la de´tection de cycles et circuits. Pour chacune
des contraintes, des conditions ne´cessaires et des re`gles de filtrages ont e´te´ de´duites avec des algorithmes
connus (par ex., « parcours en profondeur d’abord », couplage de cardinalite´ maximum, de´tection de
composantes connexes, calcul des sommets dominants), ainsi que de nouveaux algorithmes (par ex.,
identification des sommets sature´s dans tout couplage de cardinalite´ maximum). Ce tableau met bien en
e´vidence l’e´quivalence se´mantique existante entre la contrainte proper-forest et la contrainte proper-tree
d’une part et, entre la contrainte resource-forest et la contrainte tree d’autre part.
Dans le premier cas, les bornes MINTREE de proper-forest et MINPROP de proper-tree e´valuent toutes
deux les composantes (connexes ou fortement connexes) du graphe G dont on est certain qu’elles vont
former un arbre propre dans G. De manie`re similaire, la borne MAXTREE de proper-forest et MAXPROP de
proper-tree e´valuent toutes deux le nombre maximum d’arbres propres de G en comptant : d’une part le
nombre de composantes connexes de Gsure qui vont former (ou potentiellement former) un nouvel arbre
propre (|CC (Gsure)| pour proper-forest et |CC≥2sure | pour proper-tree) ; d’autre part, le nombre maximum
d’arbres propres pouvant eˆtre forme´ par le graphe des arcs « possibles » (|µ(Gmaybe)| pour proper-forest
et |µ(Grootmaybe)| pour proper-tree). Notons toutefois que MINPROP et MAXPROP, dans le cas de la contrainte
proper-tree, ne sont pas des bornes force´ment re´alisables.
Dans le second cas, les bornes MINTREE de resource-forest et MINTREE de tree e´valuent toutes deux
les composantes (connexes ou fortement connexes) du graphe G dont on est certain qu’elles vont former
un arbre. On remarque bien, que dans un cas, toutes les composantes connexes sont conside´re´es, alors
que dans l’autre seules les composantes puits le sont. En effet, le passage aux graphes oriente´s impose un
sens de circulation des feuilles vers la racine. Pour les bornes MAXTREE de resource-forest et MAXTREE de
tree, elles e´valuent toutes deux le nombre de sommets pouvant servir de racine a` un arbre (le nombre de
sommets ressources pour resource-forest et le nombre de racines potentielles pour tree).
Type de graphe
Non-oriente´ Oriente´
proper-forest resource-forest tree proper-tree
ve´rifier la faisabilite´ O(m
√
n) O(n+m) O(n+m) O(m
√
n)
consistance
O(mn) [pire cas],
O(n+m) O(mn) O(mn)
O(m
√
n) [classique]
Tab. 4.1 – Meilleures complexite´s connues pour les contraintes structurelles de partitionnement par des
arbres.
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Type de graphe
Non-oriente´
proper-forest resource-forest
MINTREE |CC (G)| |CC (G)|
MAXTREE |CC (Gsure)|+ |µ(Gmaybe)|
|CC (Gsure) avec au moins
un sommet ressource|
Arbres pas de cycles dans Gsure ,
pas de cycle dans Gsure ,
« bien forme´s » pas de sommets isole´s dans G
un sommet ressource
dans chaque CC (Gsure)
Nombre d’arbres valides D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] 6= ∅
Type de graphe
Oriente´
proper-tree tree
MINPROP | MINTREE |CFC proper(G)| |CFC sink(G)|
MAXPROP | MAXTREE min(|R|, |CC≥2sure |+ |µ(G
root
maybe)|) |R|
Arbres « bien forme´s » au moins une racine potentielle dans chaque CFC sink(G)
Nombre d’arbres valides D(NPROP) ∩ [MINPROP, MAXPROP] 6= ∅ D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREE] 6= ∅
Tab. 4.2 – Proprie´te´s de graphe caracte´risant les solutions des contraintes de partitionnement par des
arbres.
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De nombreux proble`mes combinatoires reposent sur le partitionnement d’un graphe en un ensembled’arbres. Bien souvent, le partitionnement seul n’est pas suffisant. En effet, la mode´lisation du
proble`me ne´cessite la prise en compte de contraintes additionnelles telles qu’une restriction sur le degre´
de chaque sommet, des relations de pre´ce´dences ou d’incomparabilite´s entre certains sommets du graphe
a` partitionner.
Le proble`me de planification de missions [Gue07] est un proble`me mentionnant de telles contraintes
additionnelles he´te´roge`nes. Ainsi, il constitue un bon exemple re´el illustrant la ne´cessite´ de prendre en
compte directement des contraintes additionnelles au cœur de la contrainte tree introduite au chapitre 4
page 47. Un proble`me de planification de missions peut se mode´liser par un ensemble de ressources (les
sommets E1, E2, E3 de la figure 5.1 page suivante) devant atteindre un certain nombre d’objectifs (les
sommets O1, O2, O3 de la figure 5.1 page suivante). Pour cela, les ressources se de´placent dans un environ-
nement, par exemple une ville mode´lise´e sous la forme d’un graphe oriente´ (les sommets i ∈ {0, 1, . . . , 11}
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et les arcs de la figure 5.1(a)). Chaque ressource peut eˆtre contrainte de sorte que certains sommets de l’en-
vironnement lui soient interdits (les ressources E1, E2 et E3 ne peuvent respectivement pas passer par les
sommets 4, 1 et 2). Certains objectifs ne peuvent eˆtre affecte´s qu’a` certaines ressources (la ressource E3 est
pre´-affecte´e a` l’objectif O3). Ce type de proble`me ne´cessite aussi la prise en compte d’objectifs secondaires.
Par exemple, on doit pouvoir mode´liser le fait qu’atteindre un sommet donne´ de l’environnement ne´cessite
le passage par d’autres sommets dans la suite du parcours (les arcs (0, 8), (0, 9), (2, 5), (2, 10), (3, 7), (3, 11)
de la figure 5.1(b)). Finalement, une solution satisfaisant l’ensemble de ces contraintes est la couverture du
graphe mode´lisant les ressources, l’environnement et les objectifs, par des chemins disjoints (figure 5.1(c)).
Remarquons que les sommets non utilise´s correspondent a` des sommets isole´s portant une boucle dans la
solution (le sommet 4 de la figure 5.1(c)).
11
E1
E2
E3
O1
O2
O3
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
(a) Graphe des sce´narios possibles.
E1
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10
9
8
7
6
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1
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O3
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O1
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E2
(b) Contraintes sur la planification.
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(c) Une solution consistante.
Fig. 5.1 – Un exemple de planification de missions avec des contraintes he´te´roge`nes. La figure 5.1(a)
repre´sente le graphe a` couvrir, c.-a`-d., le graphe G qui sera associe´ a` notre contrainte tree. L’objectif
est de proposer une couverture de ce graphe par trois chemins de´butant sur les sommets E1, E2, E3 et
terminant sur les sommets O1, O2, O3. La figure 5.1(b) donne les contraintes de la couverture recherche´e :
les arcs en trait plein repre´sentent des contraintes de pre´ce´dences, les arcs en pointille´ correspondent a` des
contraintes de pre´ce´dences conditionnelles (c.-a`-d., s’il existe une contrainte de pre´ce´dence conditionnelle
entre les sommets u et v alors, si un chemin atteint le sommet u, ce meˆme chemin doit ensuite atteindre
le sommet v) et les areˆtes en pointille´ discontinus a` des contraintes d’incomparabilite´s. Finalement, la
figure 5.1(c) repre´sente une solution satisfaisant l’ensemble les contraintes repre´sente´es par la figure 5.1(b).
Intuitivement, les contraintes sur le degre´ de chaque sommet permettent de restreindre la forme
de la partition a` des chemins ou des arbres binaires par exemple. De meˆme les contraintes de pre´-
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ce´dence [Que06]) sont ne´cessaires pour exprimer un ordre partiel entre les sommets du graphe. Les
contraintes d’incomparabilite´ (parfois e´galement appele´es contraintes de dominance [ADK+03, Thi04,
BDMN04]) expriment que deux sommets ne sont pas situe´s sur un meˆme chemin. La contrainte sur le
nombre d’arbres « propres » permet de faire une distinction sur la forme des arbres dans la couverture.
Ainsi, un arbre peut eˆtre de´fini comme une composante connexe sans circuit. Ne´anmoins, on peut distin-
guer les arbres contenant au moins deux sommets (arbre propre A. CAYLEY [Cay89]) des arbres re´duits
a` un sommet isole´. Finalement, les contraintes de pre´ce´dence conditionnelle permettent d’exprimer une
forme conditionnelle des contraintes de pre´ce´dence « pures ». Une telle contrainte, entre deux sommets
u et v du graphe a` couvrir, induit que si u appartient a` un arbre propre alors u pre´ce`de v dans cet arbre.
Parmi les exemples pratiques d’utilisation de ses contraintes, on pourra citer le proble`me de reconstruc-
tion de super-arbres en phyloge´nie [ASSU81, BEGS02, GPSW03, NW96, Ste92], le partitionnement d’un
graphe par des chemins [CB04, Que06] ou des circuits [Bou99].
Dans le chapitre 4 page 47, nous avons e´tudie´ les contraintes tree et proper-tree. L’objectif de ce
chapitre est d’unifier et d’e´tendre ces deux contraintes en une contrainte extended-tree prenant en compte
les contraintes additionnelles introduites pre´ce´demment :
– contraintes de pre´ce´dence entre sommets : un sommet u pre´ce`de un sommet v dans un graphe G si
u et v appartiennent au meˆme arbre et qu’il existe un chemin de u a` v dans cet arbre ;
– contraintes de pre´ce´dence conditionnelle : si deux sommets u et v sont tels que « u pre´ce`de condi-
tionnellement v » et u, v sont dans le meˆme arbre propre alors u pre´ce`de v dans la partition ;
– contraintes d’incomparabilite´ : deux sommets u et v sont incomparables s’il n’existe pas de chemin
de u a` v ou de v a` u dans la partition ;
– contraintes de degre´ : le demi-degre´ ne´gatif de chaque sommet du graphe (c.-a`-d., le nombre de
pre´de´cesseurs de chaque sommet) est restreint ;
– contraintes sur le nombre d’arbres propres : un arbre propre e´tant de´fini comme un arbre conte-
nant au moins deux sommets, on force une partition a` eˆtre compose´e d’un certain nombre d’arbres
propres.
La figure 5.2 pre´sente les parame`tres de la contrainte extended-tree qui permettent d’exprimer un ensemble
de restrictions sur les partitions effectivement autorise´es.
La contrainte extended-tree e´tendue est de´finie par extended-tree(NTREE, NPROP, VER), ou` NTREE
(le nombre d’arbres de taille au moins 1) et NPROP (le nombre d’arbres de taille au moins 2)
sont deux variables entie`res et VER repre´sente la collection de sommets du graphe G associe´.
Chaque sommet vi posse`de les attributs suivants :
– L est un entier compris entre 1 et n. Il repre´sente le nom du sommet vi dans la collection ;
– S est une variable entie`re de´finie sur l’intervalle [1, n]. Elle repre´sente l’unique successeur (ou
pe`re) du sommet vi dans une couverture. Si i ∈ D(VER[i].S) alors, on dira que vi est une
racine potentielle ;
– P est un ensemble (e´ventuellement vide) d’entiers compose´s d’e´le´ments de [1, n] repre´sentant
les noms des sommets du graphe. On peut l’interpre´ter comme l’ensemble des descendants
obligatoires du sommet vi ;
– C est un ensemble d’entiers (e´ventuellement vide) compose´s d’e´le´ments de l’intervalle [1, n]
repre´sentant les noms des sommets du graphe. On dira que si le sommet vi appartient a` un
arbre propre alors il doit exister un chemin de vi vers chacun des sommets de VER[i].C ;
– I est un ensemble (e´ventuellement vide) d’entiers compose´s d’e´le´ments de l’intervalle [1, n] qui
repre´sentent les noms des sommets du graphe. On peut l’interpre´ter comme l’ensemble des
sommets incomparables avec vi. Notons que la relation d’incomparabilite´ e´tant syme´trique,
pour un sommet vi l’ensemble des sommets e´ventuellement incomparables avec vi est dans
l’intervalle [i+ 1, n] ;
– D est une variable entie`re de´finie sur [0, n−1]. Elle peut eˆtre interpre´te´e comme le demi-degre´
inte´rieur de vi (en ne comptant pas les boucles engendre´es par les racines potentielles).
Fig. 5.2 – Parame`tres de la contrainte extended-tree prenant en compte un ensemble de contraintes
additionnelles mode´lisant des restrictions sur les partitions autorise´es.
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Un point cle´ dans la re´solution de proble`mes combinatoires est d’e´viter la de´couverte re´pe´titive de
la meˆme inconsistance (ce phe´nome`ne est ge´ne´ralement appele´ thrashing). Ainsi, la contribution de ce
chapitre est un ensemble de conditions ne´cessaires relatives aux restrictions additionnelles lie´es a` la
contrainte extended-tree. Ces conditions prennent en compte une partie des interactions existantes entre
les contraintes supple´mentaires dans le but de pre´venir le phe´nome`ne de thrashing. Par conse´quent, la
contrainte extended-tree propose´e sera en mesure de re´soudre diffe´rents proble`mes pratiques comme le pro-
ble`me de reconstruction de super-arbres en phyloge´nie et les proble`mes de chemins disjoints partiellement
ordonne´s, qui sont ge´ne´ralement traite´s par des approches ad-hoc distinctes.
La contrainte extended-tree est de´finie a` partir d’un graphe oriente´ G tel que propose´ dans la de´-
finition 34 page 48 : le graphe des successeurs G = (V, E) est de´crit par V = {vi | i ∈ [1, n]} et
E = {(vi, vj) | j ∈ D(VER[i].S)}. nous rappelons maintenant les notions d’arc suˆr et d’arc possible :
un arc (i, j) du graphe G associe´ a` une contrainte tree est dit S-arc (un arc suˆr) si D(VER[i].S) = {j},
sinon (i, j) est dit M-arc (un arc possible). Un sommet i est dit S-succ si tout arc sortant de i est S-arc,
sinon i est dit M-succ. De la meˆme manie`re, un sommet i est dit S-pred si tout arc entrant est S-arc,
sinon i est dit M-pred. Ces notations nous permettent d’introduire les notions de graphes des successeurs
surs et possibles associe´s au graphe G :
vi VER[i].L VER[i].S
Figure 5.3(a) page ci-contre Figure 5.3(b) page suivante
VER[i].P VER[i].C VER[i].I VER[i].D VER[i].P VER[i].C VER[i].I VER[i].D
v1 1 {1, 3} - - - [0, 6] - - - [0, 2]
v2 2 {4, 5, 6} - - - [0, 6] - - {3} [0, 2]
v3 3 {1, 4} - - - [0, 6] {1} - - [0, 2]
v4 4 {1, 3, 6} - - - [0, 6] - - {6} [0, 2]
v5 5 {2, 5} - - - [0, 6] - - - [0, 2]
v6 6 {1, 4, 5} - - - [0, 6] - - - [0, 2]
vi VER[i].L VER[i].S
Figure 5.3(c) page ci-contre Figure 5.3(d) page suivante
VER[i].P VER[i].C VER[i].I VER[i].D VER[i].P VER[i].C VER[i].I VER[i].D
v1 1 {1, 3} - - - [0, 3] - - - [0, 1]
v2 2 {4, 5, 6} {4} - - [0, 3] {3, 4, 6} - - [0, 1]
v3 3 {1, 4} - - {6} [0, 3] {1} - {5} [0, 1]
v4 4 {1, 3, 6} - - {5, 6} [0, 3] - - {5} [0, 1]
v5 5 {2, 5} - - - [0, 3] - - - [0, 1]
v6 6 {1, 4, 5} - - - [0, 3] {1} - - [0, 1]
vi VER[i].L VER[i].S
Figure 5.3(e) page ci-contre Figure 5.3(f) page suivante
VER[i].P VER[i].C VER[i].I VER[i].D VER[i].P VER[i].C VER[i].I VER[i].D
v1 1 {1, 3} {5} - {2} [0, 2] - - - [0, 1]
v2 2 {4, 5, 6} - - {3} [0, 2] - {4} - [0, 1]
v3 3 {1, 4} - - - [0, 2] - - - [0, 1]
v4 4 {1, 3, 6} - - - [0, 2] - - - [0, 1]
v5 5 {2, 5} - - - [0, 2] - - - [0, 1]
v6 6 {1, 4, 5} - - - [0, 2] - {3} - [0, 1]
Tab. 5.1 – Les trois premie`res colonnes de´crivent le graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree.
Chacune des autres colonnes repre´sente un ensemble de contraintes supple´mentaires pour laquelle chaque
sous-figure de la figure 5.3 page suivante donne une solution possible.
De´finition 38 (Graphes des successeurs surs et possibles). E´tant donne´ une contrainte extended-tree et
son graphe associe´ G = (V, E) :
– Le graphe des successeurs surs Gsure contient tous les arcs qui doivent appartenir a` la partition.
Formellement, Gsure = (V, Esure), ou` Esure est l’ensemble des S-arcs de G ;
– Le graphe des successeurs possibles Gmaybe contient tous les arcs qui peuvent e´ventuellement ap-
partenir a` une partition. Formellement, Gmaybe = (Vmaybe , Emaybe), ou` Vmaybe contient tous les
sommets qui sont incidents a` au moins un M-arc, et Emaybe est l’ensemble des M-arcs de G.
La contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER) impose que le graphe G qui lui est associe´ soit une
foreˆt compose´e de NTREE arbres, dont NPROP sont des arbres propres, telle que toutes les contraintes de
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pre´ce´dence, de pre´ce´dence conditionnelle, d’incomparabilite´, et de degre´ soient ve´rifie´es. Formellement,
on a :
De´finition 39. Un graphe oriente´ G = (V, E) satisfait la contrainte d’arbre e´tendue
extended-tree(NTREE, NPROP, VER) si et seulement si :
– pour chaque i ∈ [1, n] on a VER[i].L = i ;
– G est compose´ de NTREE composantes connexes ;
– G est compose´ de NPROP composantes connexes de taille au moins deux ;
– a` l’exception de la boucle sur la racine, aucune composante connexe de G ne contient de circuits ;
– pour chaque sommet i, il existe un chemin e´le´mentaire dans G de i a` j pour tout j appartenant a`
VER[i].P ;
– pour chaque sommet i, quel que soit j dans l’ensemble VER[i].C, il existe un chemin e´le´mentaire dans
G de i a` j ssi j appartient a` une composante connexe comportant au moins deux sommets ;
– pour chaque sommet i, quelque soit j appartenant a` VER[i].I, il n’existe aucun chemin de i a` j et
aucun chemin de j a` i dans G ;
– pour chaque sommet i, il existe VER[i].D sommets j, avec j distinct de i, tels que j soit un pre´de´-
cesseur de i (c.-a`-d., VER[j].S = i) dans G ;
1 5
2643
(a) Le graphe original G.
51
3 4 6 2
(b) D ≤ 2, NTREE = 2, NPROP = 2.
51
3 4 6 2
(c) D ≤ 3, NTREE = 2, NPROP = 1.
51
3 4 6 2
(d) D ≤ 1, NTREE = 2, NPROP = 1.
51
3 4 6 2
(e) D ≤ 2, NTREE = 1, NPROP = 1.
51
3 4 6 2
(f) D ≤ 1, NTREE = 1, NPROP = 1.
Fig. 5.3 – (a) Le graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree de´taille´e dans l’exemple 8. Dans les
sous-figures (b,c,d,e,f) 5 solutions ve´rifiant les contraintes de pre´ce´dence, de pre´ce´dence conditionnelle,
d’incomparabilite´, et de degre´, de´crites dans la table 5.1 page pre´ce´dente, sont repre´sente´es avec des arcs
en trait plein. Les contraintes de pre´ce´dence sont repre´sente´es par des arcs avec des tirets , les contraintes
de pre´ce´dence conditionnelle par des arcs avec des tirets non-continus, et les contraintes d’incomparabilite´
par des arcs en pointille´.
Exemple 8. La figure 5.3(a) et les trois premie`res colonnes de la table 4.3 page 49 repre´sentent le graphe
oriente´ G pour lequel cinq solutions sont pre´sente´es dans les figures 5.3(b) a` 5.3(f) en accord avec les
contraintes de´crites dans la table 4.3 page 49 :
– partie (b) : D(NTREE) = {2} = D(NPROP), D(VER[i].D) = [0, 2], pour chaque sommet vi de G, le som-
met v3 doit pre´ce´der le sommet v1, et les paires de sommets (v2, v3) et (v4, v6) sont incomparables ;
– partie (c) : D(NTREE) = {2}, D(NPROP) = {1}, D(VER[i].D) = [0, 3], pour chaque sommet vi de G,
le sommet v2 doit pre´ce´der le sommet v4, et les paires de sommets (v3, v6), (v4, v5) et (v4, v6) sont
incomparables ;
– partie (d) : D(NTREE) = {2}, D(NPROP) = {1}, D(VER[i].D) = [0, 1], pour chaque sommet vi de G,
les arcs (v2, v3), (v2, v4), (v2, v6), (v3, v1), et (v6, v1) repre´sentent des contraintes de pre´ce´dence, et
les paires de sommets (v3, v5) et (v4, v5) sont incomparables ;
– partie (e) : D(NTREE) = {1} = D(NPROP), D(VER[i].D) = [0, 2], pour chaque sommet vi de G, le
sommet v1 pre´ce`de le sommet v5, et les paires de sommets (v1, v2) et (v2, v3) sont incomparables ;
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– partie (f) : D(NTREE) = {1} = D(NPROP), D(VER[i].D = [0, 1], pour chaque sommet vi de G, si le
sommet v2 (resp. v6) appartient a` un arbre comportant au moins deux sommets alors le sommet v2
(resp. v6) pre´ce`de le sommet v4 (resp. v3) ;
Dans la suite de ce chapitre, nous allons de´tailler des conditions ne´cessaires ainsi que des re`gles de
filtrage relatives a` chaque restriction prise en compte dans la contrainte extended-tree. Tout d’abord,
la section 5.1 e´tudiera la complexite´ the´orique de la contrainte extended-tree. La section 5.2 page 73
s’inte´ressera ensuite a` l’e´tude des interactions e´videntes entre les variables NTREE et NPROP. Puis, les
sections 5.3 page 74, 5.4 page 77 et 5.5 page 79 e´tudieront respectivement les contraintes de pre´ce´dence,
de pre´ce´dence conditionnelle et d’incomparabilite´. La section 5.6 page 80 s’inte´ressera aux interactions
liant les contraintes de pre´ce´dence et d’incomparabilite´. La section 5.7 page 83 e´tudiera les restrictions
sur le degre´ de chaque sommet du graphe a` partitionner. Finalement, la section 5.8 page 84 proposera
une synthe`se sur les complexite´s de la prise en compte de chacune des restrictions.
5.1 E´tude de la complexite´ the´orique
L’objectif de cette section est de clarifier la complexite´ the´orique d’un certain nombre des restrictions
prises en compte dans la contrainte extended-tree. Nous nous inte´ressons en particulier a` l’e´tude des
parame`tres qui font de la propagation de l’arc consistance ge´ne´ralise´e (GAC) un proble`me NP-complet.
Cependant, il faut noter que dans le contexte d’une contrainte extended-tree ne prenant en compte qu’un
ensemble de contraintes d’incomparabilite´, nous n’avons pas su classer la complexite´ de propager la GAC
pour la contrainte extended-tree.
5.1.1 Le cas ou` NPROP seul est contraint
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la complexite´ the´orique de la contrainte extended-tree dans le
cas ou` le nombre d’arbres propres est contraint. Dans ce contexte, nous faisons les hypothe`ses suivantes :
– D(NPROP) ⊆ D(NTREE), c.-a`-d. que la variable NPROP est contrainte ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dences entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].P = ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dences conditionnelles entre les sommets du graphe, c.-a`-d.
que pour tout sommet i de G, on a VER[i].C = ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes d’incomparabilite´s entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].I = ∅ ;
– le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a`-d. que pour tout sommet i
de G, on a VER[i].D = [0, n].
Dans ce contexte, la contrainte extended-tree est en tout point similaire a` la contrainte proper-tree in-
troduite au chapitre 4 page 47 (nous en discuterons plus en de´tails en section 5.2 page 73). Par conse´-
quent, la contrainte extended-tree ne peut pas eˆtre propage´e, en temps polynomial, jusqu’a` atteindre
l’arc consistance ge´ne´ralise´e. En effet, nous avons de´ja montre´ pour la contrainte proper-tree que propa-
ger l’arc-consistance ge´ne´ralise´e pour une telle contrainte est un proble`me NP-complet (voir the´ore`me 8
page 53).
5.1.2 Le cas ou` l’ensemble des contraintes de pre´ce´dence est non vide
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la complexite´ the´orique de la contrainte extended-tree par
rapport a` un ensemble de contraintes de pre´ce´dence. Nous faisons les hypothe`ses suivantes :
– D(NTREE) ⊂ D(NPROP), c.-a`-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte ;
– l’ensemble des contraintes de pre´ce´dence entre les sommets du graphe est non vide, c.-a`-d. que pour
tout sommet i de G, on a VER[i].P 6= ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dence conditionnelle entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que
pour tout sommet i de G, on a VER[i].C = ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes d’incomparabilite´ entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].I = ∅ ;
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Fig. 5.4 – Mode´lisation d’un proble`me de chemin Hamiltonien par une contrainte extended-tree, avec
NTREE = NPROP = 1. La figure 5.4(a) repre´sente le graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree. Les som-
mets contenus dans le rectangle repre´sentent le graphe H pour lequel on cherche a` statuer sur l’existence
d’un chemin Hamiltonien. La figure 5.4(b) de´peint le graphe de pre´ce´dence Gprec associe´ a` la contrainte
extended-tree. Finalement, la figure 5.4(c) donne une solution satisfaisant la contrainte extended-tree.
– le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a`-d. que pour tout sommet i
de G, on a VER[i].D = [0, n].
Dans ce contexte, nous montrons maintenant que la contrainte extended-tree ne peut pas eˆtre propage´e,
en temps polynomial, jusqu’a` atteindre l’arc-consistance ge´ne´ralise´e.
The´ore`me 11. Propager la GAC pour une contrainte extended-tree par rapport aux contraintes de
pre´ce´dences est NP-complet.
De´monstration. En premier lieu, nous de´crivons un certificat polynomial pour la contrainte extended-tree
par rapport a` ses contraintes de pre´ce´dences. Il s’agit d’un algorithme polynomial de´terministe ve´rifiant
qu’une assignation totale des variables mises en jeu dans la contrainte extended-tree est une solution
valide, c.-a`-d., satisfaisant la contrainte. Nous commenc¸ons par ve´rifier qu’une assignation comple`te des
variables de extended-tree constitue une foreˆt contrainte : (1) le graphe oriente´ Gsure associe´ a` extended-
tree contient NTREE composantes connexes dont NPROP contiennent au moins deux sommets, et (2) Gsure
ne contient aucun circuit mettant en jeu plus d’un sommet (c.-a`-d. une boucle sur un sommet). Ensuite,
pour chaque arc (u, v) de Gprec , nous ve´rifions qu’il existe bien un chemin de u a` v dans Gsure (en utilisant
un algorithme de recherche en profondeur d’abord depuis le sommet u dans Gsure).
Maintenant, nous montrons que toute instance du proble`me NP-complet de chemin Hamiltonien1 [GJ78]
peut eˆtre reformule´e en temps polynomial comme une contrainte d’arbre (figure 5.4). Soit H = (N ,U) le
graphe pour lequel nous cherchons a` statuer sur l’existence d’un chemin Hamiltonien le couvrant. Nous
de´finissons le graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree, ainsi que le graphe de pre´ce´dence Gprec . Soit
G = (V, E) ou` V = N ∪ {s, t} l’ensemble des sommets du graphe a` couvrir et E = U ∪ {(s, j) | j 6= s, j ∈
V} ∪ {(i, t) | i 6= t, i ∈ V} l’ensemble des arcs possibles. Moins formellement, s est l’unique pre´de´cesseur
dans G de tous les sommets de N et t est le successeur de tous les sommets de U . Soit Gprec le graphe
de pre´ce´dence de´fini par (V, {(s, j) | j 6= s, j ∈ V} ∪ {(i, t) | i 6= t, i ∈ V}). Le proble`me de chemin
Hamiltonien consiste alors a` trouver une partition de G en NTREE = 1 arbre satisfaisant les contraintes de
pre´ce´dence de´finies par Gprec .
1E´tant donne´ un graphe oriente´ H = (N ,U), le proble`me de chemin Hamiltonien statue sur l’existence d’un chemin
e´le´mentaire contenant tous les sommets de N .
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5.1.3 Le cas ou` l’ensemble des contraintes de pre´ce´dence conditionnelle est
non vide
Cette section s’inte´resse a` la complexite´ the´orique de la contrainte extended-tree par rapport a` un ensemble
de contraintes de pre´ce´dence conditionnelle. Dans ce contexte, nous faisons les hypothe`ses suivantes :
– D(NTREE) ⊂ D(NPROP), c.-a`-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte ; ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dences entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].P = ∅ ;
– l’ensemble des contraintes de pre´ce´dences conditionnelles entre les sommets du graphe est non vide,
c.-a`-d. que pour tout sommet i de G, on a VER[i].C 6= ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes d’incomparabilite´s entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].I = ∅ ;
– le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a`-d. que pour tout sommet i
de G, on a VER[i].D = [0, n].
Finalement, nous montrons maintenant que la contrainte extended-tree ne peut pas eˆtre propage´e, en
temps polynomial, jusqu’a` atteindre l’arc-consistance ge´ne´ralise´e. Intuitivement, il s’agit de la meˆme
preuve que pour le the´ore`me 5.1.2 page 70 lie´ aux contraintes de pre´ce´dence. En effet, en fixant NTREE = 1,
nous nous assurons que toute contrainte de pre´ce´dence conditionnelle est se´mantiquement e´quivalente a`
une contrainte de pre´ce´dence classique (puisqu’elles vont appartenir a` coup suˆr a` un arbre propre). Ceci
devient e´vident en conside´rant que |V| ≥ 2 sachant qu’alors on doit avoir tous les sommets du graphe G
a` partitionner dans le meˆme arbre.
The´ore`me 12. Propager la GAC pour une contrainte extended-tree par rapport aux contraintes de
pre´ce´dence conditionnelle est NP-complet.
De´monstration. Voir the´ore`me 5.1.2 page 70.
5.1.4 Le cas ou` le demi-degre´ inte´rieur des sommets du graphe est contraint
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la complexite´ the´orique de la contrainte extended-tree par
rapport a` un ensemble de contraintes sur le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet. Nous faisons les
hypothe`ses suivantes :
– D(NTREE) ⊂ D(NPROP), c.-a`-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dence entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].P = ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dence conditionnelle entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que
pour tout sommet i de G, on a VER[i].C = ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes d’incomparabilite´ entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].I = ∅ ;
– le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet de G est contraint, c.-a`-d. que pour tout sommet i de G,
on a VER[i].D ⊂ [0, n].
Finalement, nous montrons maintenant que la contrainte extended-tree ne peut pas eˆtre propage´e, en
temps polynomial, jusqu’a` atteindre l’arc-consistance ge´ne´ralise´e.
The´ore`me 13. Propager la GAC pour une contrainte extended-tree par rapport aux contraintes de degre´
est NP-complet.
De´monstration. En premier lieu, nous allons de´crire un certificat polynomial pour la contrainte exten-
ded-tree par rapport a` ses contraintes de degre´. Il s’agit d’un algorithme polynomial de´terministe ve´rifiant
qu’une assignation totale des variables mises en jeu dans la contrainte tree est une solution valide, c.-a`-d.,
satisfaisant la contrainte. Nous commenc¸ons par ve´rifier qu’une assignation comple`te des variables de tree
constitue une foreˆt contrainte par (1) le graphe oriente´ Gsure associe´ a` extended-tree contient NTREE com-
posantes connexes dont NPROP contiennent au moins deux sommets, et (2) Gsure ne contient aucun circuit
mettant en jeu plus d’un sommet (c.-a`-d. une boucle sur un sommet). Ensuite, pour chaque sommet i du
graphe Gsure , nous ve´rifions que le demi-degre´ inte´rieur de i est e´gal a` VER[i].D.
Maintenant, nous montrons que toute instance du proble`me NP-complet de chemin Hamiltonien [GJ78]
peut eˆtre reformule´e en temps polynomial comme une contrainte d’arbre. Pour cela, nous conside´rons le
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Algorithme 9 Filtrer une contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER) par rapport a` NTREE et NPROP.
1. Appliquer l’algorithme 5 page 51 relatif a` la contrainte tree ;
2. Appliquer les algorithmes 7 page 59 et 8 page 60 relatifs a` la contrainte proper-tree ;
/* Restriction de NPROP et NTREE relative a` l’interaction */
3. Si min(NPROP) > max(NTREE) (the´ore`me 14) alors Retourner un e´chec ;
4. Si min(NTREE) ≤ min(NPROP) alors min(NTREE)← min(NPROP) ;
5. Si max(NTREE) ≤ max(NPROP) alors max(NPROP)← max(NTREE) ;
graphe oriente´ H = (U ,A) pour lequel on cherche a` statuer sur l’existence d’un chemin Hamiltonien.
Associons a` la contrainte extended-tree, le graphe G de´fini par (H ∪ {r},A ∪ {(u, r) | u ∈ H ∪ {r}}), et
pour chaque sommet i de G fixons VER[i].D = [0, 1], c.-a`-d., que chaque sommet de G peut eˆtre atteint au
plus une fois. Le proble`me de chemin Hamiltonien consiste alors a` trouver une partition de G en NTREE = 1
arbre satisfaisant les contraintes de degre´.
5.1.5 Le cas ou` l’ensemble des contraintes d’incomparabilite´s est non vide
Dans le contexte d’une contrainte extended-tree de´finie uniquement par un ensemble de contraintes d’in-
comparabilite´, c.-a`-d. que les hypothe`ses suivantes sont ve´rifie´es :
– D(NTREE) ⊂ D(NPROP), c.-a`-d. que la variable NPROP n’est pas contrainte ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dences entre les sommets du graphe, c.-a`-d. que pour tout
sommet i de G, on a VER[i].P = ∅ ;
– il n’existe pas de contraintes de pre´ce´dences conditionnelles entre les sommets du graphe, c.-a`-d.
que pour tout sommet i de G, on a VER[i].C = ∅ ;
– l’ensemble des contraintes d’incomparabilite´s entre les sommets du graphe est non vide, c.-a`-d. que
pour tout sommet i de G, on a VER[i].I 6= ∅ ;
– le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet de G n’est pas contraint, c.-a`-d. que pour tout sommet i
de G, on a VER[i].D = [0, n].
nous n’avons pas pu statuer sur la complexite´ the´orique de la propagation de l’arc-consistance ge´ne´ralise´e.
5.2 Interaction entre les variables NTREE et NPROP
Comme nous l’avons dit dans la section 4.3 page 53, de nombreuses applications pratiques ne ne´cessitent
pas directement la couverture de tous les sommets du graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree. Tout
d’abord, il faut remarquer que par de´finition de la contrainte extended-tree, les algorithmes de filtrage
relatifs aux contraintes tree et proper-tree (introduites au chapitre 4 page 47) restent valides dans le cas
de la contrainte extended-tree. L’objet de cette section est d’e´tudier l’interaction entre les variables NTREE
et NPROP de la contrainte extended-tree. Nous introduirons tout d’abord une condition ne´cessaire a` la
faisabilite´ de la contrainte extended-tree par rapport aux variables NTREE et NPROP.
Nous commenc¸ons par introduire une condition ne´cessaire assurant l’ine´galite´ NTREE ≥ NPROP pour la
contrainte extended-tree :
The´ore`me 14. S’il existe une solution pour la contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER) alors, l’in-
e´galite´ min(NPROP) ≤ max(NTREE) est ve´rifie´e entre ces deux variables.
De´monstration. Dans toute partition du graphe G associe´ a` une contrainte extended-tree(NTREE, NPROP, VER),
il ne peut pas exister plus d’arbres propres que d’arbres. En effet, un arbre propre contient au moins deux
sommets dont une racine potentielle, alors qu’un arbre contient au moins un sommet dont une racine
potentielle.
Nous sommes maintenant en mesure d’introduire le filtrage relatif aux bornes de NTREE et NPROP. L’al-
gorithme 9 utilise tout d’abord le filtrage relatif aux contraintes tree et proper-tree introduit au chapitre
pre´ce´dant. Puis, la condition de faisabilite´ sur les domaines de NTREE et NPROP est ve´rifie´e. Enfin, les
domaines de NTREE et NPROP sont ajuste´s si ne´cessaire.
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5.3 Relation de pre´ce´dence entre les sommets du graphe
Nous nous inte´ressons dans cette section au traitement des contraintes de pre´ce´dence. Rappelons que
ces contraintes de pre´ce´dence sont fournies par l’attribut P de la collection de sommets VER du graphe
a` partitionner. Tout d’abord, nous proposons une forme normale de l’ensemble de ces contraintes de
pre´ce´dence base´e sur un graphe oriente´ acyclique (DAG) ne contenant aucun arc transitif. Puis, nous
e´tudierons ces contraintes au travers (1) d’une borne supe´rieure sur le nombre d’arbres autorise´s NTREE,
(2) de conditions ne´cessaires quant a` l’existence d’une solution satisfaisant un ensemble de contraintes de
pre´ce´dence, et (3) de re`gles de filtrage extraites des conditions ne´cessaires.
De´finition 40 (Graphe de pre´ce´dences et graphe de pre´ce´dences contracte´). E´tant donne´ une contrainte
extended-tree et le graphe associe´ G = (V, E) :
– le graphe de pre´ce´dences Gprec de G est de´fini par TR(V, {(i, j) ∈ V2 | i ∈ VER[j].P}) ;
– le graphe de pre´ce´dences contracte´ GHprec de G est de´fini par :
– pour chaque composante connexe de Gsure , il existe un sommet de GHprec ;
– il existe un arc entre deux sommets de GHprec ssi il existe un arc dans Gprec entre deux sommets
appartenant a` des composantes connexes distinctes de Gsure ;
Dans la suite de ce chapitre, nous ferons l’hypothe`se que Gprec ne contient aucun sommet portant
une boucle sur lui-meˆme, c.-a`-d., nous interdisons tout arc pouvant eˆtre interpre´te´ comme le fait qu’un
sommet de Gprec se pre´ce`de lui-meˆme. De plus, notons que tout arc de Gsure qui ne correspond pas a` une
boucle s’interpre`te´ comme une contrainte de pre´ce´dence. Ceci e´quivaut a` maintenir l’invariant suivant :
Gsure \ {(u, v) ∈ Esure | u = v} ⊆ Gprec (5.1)
Cet invariant permet de s’assurer que le graphe des arcs surs Gsure , prive´ de ces boucles, doit toujours
eˆtre un graphe partiel du graphe de pre´ce´dences Gprec .
5.3.1 Limitations du nombre maximum d’arbres
Nous e´tudions en premier lieu une borne supe´rieure sur le nombre d’arbres autorise´s pour partitionner le
graphe G associe´ a` la contrainte d’arbre extended-tree, en prenant partiellement en compte les contraintes
de pre´ce´dences de´finies par Gprec . Une premie`re borne supe´rieure donne´e en section 4.2.1 page 49 pour le
cas de la contrainte tree et note´e MAXTREE, consistait a` de´nombrer les racines du graphe G. L’intuition de la
nouvelle borne repose sur le de´nombrement des composantes connexes de Gprec qui doivent ne´cessairement
venir se connecter a` une autre composante connexe de Gprec . Ainsi, une valeur boole´enne out i est associe´e
a` chaque composante connexe CC (i) de Gprec , et sa valeur de´pend de l’existence dans CC (i) d’un sommet
dont aucun successeur n’est contenu dans CC (i) :
out i =
{
1 si ∃u ∈ CC (i) : ∀v ∈ D(VER[u].S) : v /∈ CC (i)
0 sinon
Ainsi, la composante connexe CC (i) devra eˆtre obligatoirement fusionne´e avec une autre composante
connexe de`s lors que out i est e´gal a` 1 :
Proposition 3. E´tant donne´ une contrainte d’arbre extended-tree et son graphe de pre´ce´dences Gprec
telle que Gprec est partitionne´e en k composantes connexes. Une borne supe´rieure de NTREE est donne´e
par :
MAXTREEprec = k −
k∑
i=1
out i (5.2)
De´monstration. Directement fournie par la de´finition de out i.
Proposition 4. MAXTREEprec est une borne supe´rieure plus fine que MAXTREE.
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De´monstration. Soit p = MAXTREE le nombre de racines potentielles de G. Nous savons que :
k − p ≤
k∑
i=1
out i ≤ k
Ainsi :
0 ≤ k −
k∑
i=1
out i ≤ p
et donc, 0 ≤ MAXTREEprec ≤ MAXTREE.
5.3.2 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport a` un ensemble de pre´-
ce´dences
Puisque la recherche d’une condition ne´cessaire et suffisante pour la contrainte extended-tree par rapport
aux contraintes de pre´ce´dence est un proble`me NP-difficile (the´ore`me 11 page 71), nous exhibons mainte-
nant une condition ne´cessaire quant a` l’existence de solutions pour une telle contrainte. Cette condition
ne´cessaire est constitue´e de quatre conditions, chacune maintenant une proprie´te´ de la partition cherche´e :
1. maintenir un nombre compatible d’arbres autorise´s pour partitionner le graphe ;
2. garantir que la partition est sans circuits ;
3. satisfaire toutes les contraintes de pre´ce´dences dans la partition ;
4. assurer que chaque arbre est enracine´ sur une racine potentielle.
The´ore`me 15. S’il existe une solution satisfaisant la contrainte extended-tree alors, les conditions
suivantes sont ve´rifie´es :
1. nombre d’arbres : D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREEprec ] 6= ∅, ou` MINTREE est le nombre de compo-
santes puits dans G et MAXTREEprec est de´fini par la proposition 3 page ci-contre ;
2. pas de circuit : Gprec ne contient pas de circuit ;
3. compatibilite´ : la fermeture transitive de Gprec est inclue dans la fermeture transitive de G (c.-a`-d.,
TC (Gprec) ⊆ TC (G)) ;
4. racines compatibles : pour chaque composante puits S de G, au moins un sommet est a` la fois
une racine potentielle dans G et un puits dans Gprec.
De´monstration. Une preuve est fournie pour chaque condition :
1. Si D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREEprec ] = ∅ alors, max(NTREE) < MINTREE ou min(NTREE) >
MAXTREEprec . Si la premie`re ine´galite´ est ve´rifie´e alors, il existe plus de composantes puits dis-
tinctes dans G que le nombre maximum d’arbres autorise´s. Comme nous savons qu’il n’existe pas de
chemin entre deux sommets appartenant a` des composantes puits distinctes de G alors, il n’existe
pas de solution satisfaisant la contrainte extended-tree. La proposition 3 page pre´ce´dente assure que
si la seconde ine´galite´ est ve´rifie´e alors, la contrainte extended-tree ne peut pas eˆtre satisfaite.
2. Supposons que Gprec contienne un circuit et qu’il existe une solution satisfaisant la contrainte
extended-tree. Alors, il existe deux chemins P = 〈u1, . . . , uk〉 et P ′ = 〈uk, . . . , u1〉 dans Gprec . Le
chemin P force le sommet u1 a` pre´ce´der le sommet uk dans toute solution. De manie`re e´quivalente,
le chemin P ′ force le sommet uk a` pre´ce´der le sommet u1 dans toute solution. Mais alors, il n’existe
aucune solution pouvant satisfaire simultane´ment P et P ′ : c’est une contradiction.
3. Supposons que TC (Gprec) * TC (G). Alors, il existe au moins un arc (u, v) dans TC (Gprec) tel que
(u, v) n’appartienne pas a` TC (G). Ceci signifie qu’il existe au moins une contrainte de pre´ce´dence
qui ne peut pas eˆtre satisfaite car il n’existe pas de chemin de u a` v dans G.
4. Supposons au contraire qu’il existe une composante puits S telle que chaque racine potentielle r
posse`de au moins un successeur dans Gprec . Dans ce cas, chaque racine potentielle devant pre´ce´der
un sommet de G, la composante puits S ne peut avoir de racine.
Chaque condition e´tant ne´cessaire, leur conjonction est aussi une condition ne´cessaire.
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Algorithme 10 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport a` un ensemble de pre´ce´dences.
/* STEP 1 : Initialisation */
1. Pour chaque sommet u ∈ V faire
2. CC (u)← la composante connexe maximale de Gsure contenant le sommet u ;
3. r(u)← l’unique sommet puits de CC(u) ;
/* STEP 2 : Normalisation du graphe de pre´ce´dences : remonter les pre´ce´dences
sur les racines des arbres « su^rs » */
4. Pour chaque arc (u, v) ∈ Gprec tel que u 6= r(u) et v /∈ CC (u) faire
5. remplacer (u, v) dans Gprec par (r(u), v) ;
/* STEP 3 : Ve´rifier la faisabilite´ */
6. Si la contrainte extended-tree n’a pas de solution (voir the´ore`me 15) alors
7. sortir sur un e´chec ;
/* STEP 4 : Mettre a` jour le domaine de NTREE */
8. D(NTREE)← D(NTREE) ∩ [MINTREE, MAXTREEprec ] ;
/* STEP 5 : Maintenir les conditions « sans circuits », « compatibles »,
« racines compatibles » */
9. Pour chaque arc (u, v) de Gmaybe faire
10. supprimer (u, v) de Gmaybe si une des conditions suivante est ve´rifie´e :
11. a. (CC (u),CC (v)) cre´e un circuit dans GHprec ;
12. b. (CC (u),CC (v)) cre´e un arc transitif dans GHprec ;
13. c. u = v et CC (u) n’est pas un puits de GHprec ;
/* STEP 6 : Normaliser le graphe de pre´ce´dences */
14. Gprec ← TR(Gprec ∪ Gsure) ;
5.3.3 Algorithme de filtrage et complexite´
A` partir de la condition ne´cessaire introduite par le the´ore`me 15 page pre´ce´dente, l’algorithme 10 filtre la
contrainte extended-tree par rapport a` ses contraintes de pre´ce´dence. Cet algorithme de´bute par une phase
d’initialisation (STEP 1) qui calcule les composantes connexes de Gsure et marque l’unique sommet puits
de chaque composante connexe (en effet, par de´finition de Gsure , chacune de ses composantes connexes
est un arbre). Cette phase d’initialisation est effectue´e en O(n+m). Ensuite, l’e´tape suivante (STEP 2)
consiste a` normaliser le graphe Gprec associe´ aux contraintes de pre´ce´dence : pour chaque sommet u qui
n’est pas une racine (c.-a`-d., qui ne porte pas une boucle sur lui meˆme) d’une composante connexe CC (u)
de Gsure , toute contrainte de pre´ce´dence (u, v) est remplace´e par la pre´ce´dence (r(u), v) dans Gprec , ou` r(u)
repre´sente la racine de CC (u) (en effet, observons que tout chemin de u a` v visite r(u) avant d’atteindre
v). Cette e´tape de normalisation est effectue´e en O(m). Ensuite, la troisie`me e´tape (STEP 3) ve´rifie la
faisabilite´ de la contrainte extended-tree par rapport a` ses contraintes de pre´ce´dence (the´ore`me 15 page
pre´ce´dente) ; ce traitement couˆte O(nm), c.-a`-d., le temps de calcul de la fermeture transitive de Gprec et
de G. La quatrie`me e´tape (STEP 4) met a` jour le domaine de NTREE par rapport a` la borne infe´rieure,
MINTREE, de´finie dans la section 4.2.1 page 49, et par rapport a` la borne supe´rieure, MAXTREEprec , donne´e
dans la proposition 3 page 74 ; cette ope´ration est effectue´e en O(n+m). La cinquie`me e´tape (STEP 5)
ve´rifie la compatibilite´ de chaque arc (u, v) de Gmaybe avec le graphe Gprec . Pour cela, il faut ve´rifier que
(u, v) ne cre´e ni de circuits, ni d’arcs transitifs dans Gprec , et que si u = v alors, il s’agit d’une racine
potentielle compatible avec Gprec . Cependant, il faut pouvoir ignorer les arcs de Gprec correspondant a`
des arcs de Gsure , car il s’agit de contraintes de pre´ce´dence de´ja` « satisfaites ». C’est pour cela, que la
de´tection de circuits, d’arcs transitifs et de racines incompatibles est effectue´e sur le graphe contracte´ GHprec
(voir figure 5.5 page suivante). Il suffit de de´tecter les arcs transitifs et les arcs formant des circuits dans
GHprec par un parcours en profondeur d’abord de GHprec . Cette e´tape est calcule´e en O(m). Finalement, la
sixie`me e´tape (STEP 6) met a` jour la forme normale de Gprec (c.-a`-d., la re´duction transitive) par rapport
a` Gprec . Cette e´tape se rame`ne finalement au calcul de la fermeture transitive d’un graphe : O(nm).
Lemme 14. L’algorithme 10 ne supprime aucun arc de Gmaybe ni aucune valeur du domaine de NTREE
appartenant a` une solution satisfaisant la contrainte extended-tree.
De´monstration. Supposons qu’une valeur k de D(NTREE) soit supprime´e et qu’il existe une partition de
G en k arbres satisfaisant la contrainte extended-tree. Alors, soit MINTREE n’est pas une borne infe´rieure
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Fig. 5.5 – La figure 5.5(a) repre´sente le graphe G associe´ a` une contrainte extended-tree. Les rectangles
repre´sentent les composantes connexes de Gsure . Les arcs barre´s par des croix sont supprime´s par l’e´tape
(STEP 5) de l’algorithme 10 page pre´ce´dente. La figure 5.5(b) repre´sente le graphe de pre´ce´dences associe´ a`
la contrainte extended-tree. Les contraintes de pre´ce´dence induites par les arcs suˆrs de Gsure sont contenues
dans les rectangles repre´sentant les composantes connexes de Gsure . La figure 5.5(c) repre´sente le graphe
de pre´ce´dences contracte´ de Gprec .
pour NTREE, soit MAXTREEprec n’est pas une borne supe´rieure pour NTREE. La condition 1 du the´ore`me 15
page 75 rend cette conclusion impossible : c’est une contradiction.
Supposons qu’il existe un arc (u, v) de Gmaybe supprime´ mais qu’il existe une partition de G satisfaisant
la contrainte extended-tree et contenant un tel arc. Alors, seule l’e´tape 5 de l’algorithme 10 page ci-contre
a pu conduire vers une telle situation. Les conditions a, b et c de cette e´tape respectent les conditions
2, 3 et 4 du the´ore`me 15 page 75 ; toutefois, les conditions a, b et c se restreignent au graphe GHprec , ce
qui permet d’ignorer les composantes connexes de Gsure , c.-a`-d. les morceaux d’arbres de´ja` construits.
Ainsi les conditions 2, 3 et 4 du the´ore`me 15 page 75 rendent cette conclusion impossible : c’est une
contradiction.
The´ore`me 16. L’algorithme 10 page pre´ce´dente filtre une contrainte extended-tree avec un complexite´
au pire cas de O(nm).
De´monstration. Voir discussion pre´ce´dant le lemme 14 page ci-contre.
5.4 Relation de pre´ce´dence conditionnelle
Beaucoup d’applications pratiques n’imposent pas de contraintes de pre´ce´dence absolues entre les sommets
du graphe a` couvrir. Cependant, il est bien souvent ne´cessaire de formuler seulement des pre´fe´rences. Par
exemple, dans le contexte d’un proble`me de tourne´es de ve´hicules, on veut parfois pouvoir spe´cifier que,
si un camion A atteint un de´poˆt D, alors il doit ensuite impe´rativement livrer les clients C1, · · · , Ck.
Plus formellement, ces pre´fe´rences spe´cifient qu’il doit exister un chemin d’un sommet u a` un sommet v
dans toute partition valide si et seulement si le sommet u appartient a` un arbre contenant au moins deux
sommets.
Dans cette section, nous e´tudierons tout d’abord un ensemble de re`gles permettant de de´tecter au
plus toˆt l’appartenance de deux sommets mis en jeu dans une contrainte de pre´ce´dence conditionnelle
a` un meˆme arbre de la partition (section 5.4.1 page suivante). Puis, nous e´tudierons la complexite´ des
algorithmes effectuant ce traitement (section 5.4.2 page suivante).
De´finition 41 (Graphe de pre´ce´dence conditionnelle). Le graphe de pre´ce´dence conditionnelle Gcond
d’une contrainte extended-tree associe´e a` un graphe G = (V, E) est de´fini par (V, {(u, v) ∈ V2 | v ∈
VER[u].C}).
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Algorithme 11 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport aux contraintes de pre´ce´dences condition-
nelles.
1. Pour chaque sommet u de Gcond faire
2. Si u n’est ni une racine potentielle, ni un sommet puit de Gprec alors
3. Pour chaque successeur v de u dans Gcond faire
4. Ajouter (u, v) dans Gprec ;
5. Supprimer (u, v) de Gcond ;
5.4.1 Filtrer une contrainte extended-tree par rapport aux pre´ce´dences condi-
tionnelles
Intuitivement, ce type de contrainte conditionnelle peut eˆtre traite´ directement a` l’aide des contraintes
de pre´ce´dence que nous avons introduites dans la section 5.3 page 74. En effet, si l’on conside`re une
contrainte de pre´ce´dence conditionnelle entre les sommets u et v du graphe G associe´ a` la contrainte
extended-tree, cette contrainte de pre´ce´dence conditionnelle deviendra se´mantiquement e´quivalente a` une
contrainte de pre´ce´dence classique lorsque l’on sera assure´ que u va appartenir a` un arbre propre de la
partition. Finalement, le traitement de ces contraintes consiste a` de´tecter au plus toˆt le fait que deux
sommets u, v mis en jeu dans une pre´ce´dence conditionnelle appartiennent a` un meˆme arbre dans toute
solution valide. De`s lors, il suffit d’ajouter l’arc (u, v) dans le graphe de pre´ce´dence Gprec pour effectuer
le filtrage relatif a` cette contrainte de pre´ce´dence conditionnelle.
Proposition 5. E´tant donne´ une contrainte extended-tree et les graphes G, Gprec et Gcond , une contrainte
de pre´ce´dence conditionnelle mode´lise´e par l’arc (u, v) de Gcond est se´mantiquement e´quivalente a` une
contrainte de pre´ce´dence entre les sommets u et v dans Gprec si les conditions suivantes sont ve´rifie´es :
1. le sommet u n’est pas un puits de Gprec ;
2. le sommet u n’est pas une racine potentielle.
De´monstration. Par de´finition des contraintes de pre´ce´dence conditionnelle, pour tout arc (u, v) de Gcond ,
si le sommet u appartient a` un arbre de taille au moins 2 alors on sait que u doit pre´ce´der le sommet
v dans toute partition satisfaisant la contrainte extended-tree. Cette implication peut eˆtre transforme´e
sans perte de ge´ne´ralite´ en : pour tout arc (u, v) de Gcond , si le sommet u appartient a` un arbre de taille
au moins 2 alors (u, v) est un arc de Gprec . En effet par de´finition des contraintes de pre´ce´dence, dire
que (u, v) est un arc de Gprec est e´quivalent a` dire que u doit pre´ce´der le sommet v dans toute partition
satisfaisant la contrainte extended-tree.
Ainsi, la premie`re condition assure que le sommet u posse`de au moins un successeur dans toute
partition satisfaisant la contrainte. Alors, on sait que u appartient a` un arbre de taille au moins 2 dans
toute partition valide. Finalement, (u, v) est une contrainte de pre´ce´dence.
De manie`re similaire, la seconde condition assure que le sommet u ne peut pas eˆtre la racine d’un
arbre donc, u a au moins un successeur dans toute partition satisfaisant la contrainte extended-tree et
par suite, u appartient a` un arbre de taille au moins 2 dans toute partition valide. Donc, (u, v) est une
contrainte de pre´ce´dence.
5.4.2 Algorithmique et complexite´
L’algorithme 11 ve´rifie pour chaque sommet u de V qu’il n’est ni une racine potentielle dans le graphe
G, ni un puits de Gprec . Si les deux conditions pre´ce´dentes sont ve´rifie´es alors l’algorithme ajoute toutes
les contraintes de pre´ce´dences conditionnelles, du type (u, v), v ∈ VER[u].C, dans le graphe de pre´ce´dences
Gprec puis les supprime de Gcond .
Cette ope´ration ne´cessite un parcours de chaque sommet de V, la de´cision sur le statut de puits et/ou
racine potentielle pour chaque sommet peut eˆtre effectue´e en temps constant, la complexite´ au pire cas
est O(n). Pour chaque sommet ve´rifiant les conditions, la migration des contraintes de pre´ce´dence condi-
tionnelle l’impliquant vers le graphe de pre´ce´dences est directement fonction du nombre de pre´ce´dences
conditionnelles, au pire cas, on pourra retenir une complexite´ en O(m).
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Algorithme 12 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport aux contraintes d’incomparabilite´s.
1. Si la contrainte extended-tree n’a pas de solution (voir the´ore`me 17) alors
2. sortir sur un e´chec ;
3. Pour chaque arc e ∈ Gmaybe ∩ Ginc faire supprimer e de Gmaybe ;
5.5 Relation d’incomparabilite´ entre les sommets du graphe
Dans cette section, nous nous inte´ressons aux contraintes d’incomparabilite´. Rappelons que ces contraintes
sont de´crites par l’attribut I de la collection de sommets VER. Les contraintes d’incomparabilite´ sont
mode´lise´es via un graphe d’incomparabilite´ non-oriente´. Finalement, la contrainte est e´tudie´e au travers
de conditions ne´cessaires caracte´risant l’existence de solutions, ainsi qu’au travers de re`gles de filtrage
de´rive´es de ces conditions.
De´finition 42 (Graphe d’incomparabilite´s). Le graphe d’incomparabilite´s Ginc d’une contrainte exten-
ded-tree associe´e a` un graphe G = (V, E) est de´fini par (V, {(u, v) ∈ V2 | u ∈ VER[v].I ∨ v ∈ VER[u].I}).
5.5.1 Filtrer la contrainte extended-tree par rapport aux incomparabilite´s
Nous exhibons maintenant une condition ne´cessaire quant a` l’existence de solutions pour la contrainte
extended-tree par rapport aux contraintes d’incomparabilite´. Cette condition ne´cessaire est constitue´e de
deux parties, chacune maintenant une proprie´te´ de la partition recherche´e : premie`rement, nous garan-
tissons que la partition ne viole aucune contrainte d’incomparabilite´ mise en jeu dans le graphe Ginc ;
deuxie`mement, nous maintenons l’accessibilite´ d’une racine potentielle pour chaque sommet non racine
potentielle du graphe G.
Dans la suite, pour un sommet u de G, nous notons inc(u) l’ensemble des sommets de G qui sont
incomparables avec u. En d’autre termes, inc(u) repre´sente le voisinage de u dans Ginc .
The´ore`me 17. S’il existe une solution satisfaisant la contrainte extended-tree alors, les conditions
suivantes sont ve´rifie´es :
1. compatibilite´ : TC (Gsure) ∩ Ginc est un graphe sans arcs ;
2. accessibilite´ : pour chaque sommet u de G, il existe au moins un chemin, atteignant une racine
potentielle de G, ne contenant aucun sommet du voisinage de u dans Ginc.
De´monstration. Nous fournissons une preuve pour chaque condition :
1. supposons qu’il existe un chemin d’un sommet u a` un sommet v dans Gsure . Si u et v sont incom-
parables alors, la contrainte d’arbre ne peut eˆtre satisfaite ;
2. supposons qu’il existe un sommet u de G tel que pour tout sommet r racine potentielle et tout
chemin P de u a` r, il existe un sommet v dans P tel que u et v soient incomparables. Alors,
la contrainte extended-tree ne peut pas eˆtre satisfaite puisque u ne peut atteindre aucune racine
potentielle sans violer au moins une contrainte d’incomparabilite´.
Chaque condition du the´ore`me e´tant ne´cessaire alors, leur conjonction est e´galement une condition ne´-
cessaire.
5.5.2 Algorithme de filtrage et complexite´
Tout d’abord, l’algorithme 12 ve´rifie (lignes 1 et 2) la condition ne´cessaire relative aux contraintes d’in-
comparabilite´ (the´ore`me 17) ; le calcul de la fermeture transitive de Gsure impose une complexite´ au pire
cas de l’ordre de O(n2). En effet, le graphe Gsure est une foreˆt partitionnant le graphe G, donc le nombre
d’arcs dans Gsure est exactement de l’ordre du nombre de sommets dans Gsure (dans un arbre chaque
sommet a exactement un pe`re). Ensuite, la ligne 3 de´tecte et supprime les arcs de Gmaybe violant une
contrainte d’incomparabilite´ ; cette de´tection ne´cessite le calcul de l’intersection des graphes Gmaybe et
Ginc , c.-a`-d. au pire cas O(|Emaybe |+ |Einc |) ≈ O(m).
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Lemme 15. L’algorithme 12 page pre´ce´dente ne supprime aucun arc de Gmaybe appartenant a` une
solution satisfaisant la contrainte extended-tree.
De´monstration. Supposons qu’il existe une solution valide S pour extended-tree telle que deux sommets
u et v du graphe G soient incomparables et que l’arc (u, v) appartienne a` S alors, l’incomparabilite´
entre les sommets u et v est viole´e dans S : c’est une contradiction avec S est une solution valide pour
extended-tree.
The´ore`me 18. L’algorithme 12 page pre´ce´dente filtre une contrainte extended-tree avec une complexite´
temporelle de O(n2).
De´monstration. Base´e sur le calcul de la fermeture transitive de Gsure . Voir discussion pre´ce´dent le
lemme 15.
5.6 Interactions entre pre´ce´dences et incomparabilite´s
La combinaison de diffe´rentes restrictions portant sur la contrainte extended-tree constitue un proble`me
difficile. Nous avons donc e´tudie´ deux aspects : l’un centre´ sur l’e´tude directe de re`gles de filtrages per-
mettant de prendre en compte l’interaction entre diffe´rentes restrictions, et l’autre centre´ sur la de´duction
de nouvelles restrictions a` partir de celles de´ja` existantes et de l’e´tat du graphe G associe´ a` la contrainte
extended-tree. Ce dernier aspect est relativement original car il peut eˆtre vu comme une re`gle de filtrage
indirecte.
5.6.1 Ame´lioration du filtrage via les interactions
Nous nous inte´ressons maintenant a` l’interaction entre les contraintes de pre´ce´dence et d’incomparabilite´.
De cette interaction, deux conditions ne´cessaires sont extraites ainsi que l’algorithme de filtrage de´rive´.
Nous introduisons une condition ne´cessaire quant a` l’existence de solutions satisfaisant la contrainte
extended-tree associe´e a` une combinaison de contraintes de pre´ce´dence et d’incomparabilite´. Cette condi-
tion est compose´e de deux conjonctions : d’une part, nous devons assurer que la partition satisfait toutes
les contraintes de pre´ce´dences (mode´lise´es par Gprec) sans violer de contraintes d’incomparabilite´s (mode´-
lise´es par Ginc) ; d’autre part, nous devons toujours garantir pour chaque sommet du graphe l’accessibilite´
a` une racine potentielle.
The´ore`me 19. S’il existe une solution satisfaisant une contrainte extended-tree mettant en jeu une
combinaison de contraintes de pre´ce´dence et d’incomparabilite´ alors, les conditions suivantes sont ve´ri-
fie´es :
1. compatibilite´ : TC (Gprec) ∩ Ginc = ∅ ;
2. accessibilite´ : pour chaque areˆte (u, v) de Ginc, il n’existe aucun sommet w tel que les arcs (w, u)
et (w, v) soient simultane´ment pre´sents dans TC (Gprec).
De´monstration. Une preuve est de´taille´e pour chaque condition :
1. compatibilite´ : c’est une condition directement de´rive´e de la condition 1 du the´ore`me 17 page
pre´ce´dente. En effet, toute contrainte d’incomparabilite´ entre deux sommets de Gprec qui appartient
a` un meˆme chemin de Gprec conduit a` une contradiction avec la contrainte extended-tree.
2. accessibilite´ : supposons qu’il existe un sommet w tel que les arcs (w, u) et (w, v) appartiennent a`
TC (Gprec), supposons de plus que (u, v) ∈ Ginc , alors les sommets u et v appartiennent a` un meˆme
chemin dans toute solution : c’est une contradiction avec l’hypothe`se (u, v) ∈ Ginc .
Chaque condition e´tant ne´cessaire, leur conjonction est e´galement une condition ne´cessaire.
L’algorithme 13 page suivante ve´rifie tout d’abord la faisabilite´ de la contrainte extended-tree associe´e
a` une combinaison de contraintes de pre´ce´dences et d’incomparabilite´s (the´ore`me 19) ; en acceptant que
le calcul de l’union et l’intersection de deux graphes couˆte au pire cas O(m), le couˆt global de cette e´tape
peut se ramener au calcul de la fermeture transitive de Gprec , c.-a`-d., O(nm). Ensuite, les lignes 3 a` 6
ont une complexite´ globale au pire cas de O(m2). En effet, pour chaque arc (u, v) de Gmaybe , la condition
5.6. Interactions entre pre´ce´dences et incomparabilite´s 81
Algorithme 13 Filtrer une contrainte extended-tree combinant des contraintes de pre´ce´dences et d’in-
comparabilite´s.
1. Si la contrainte extended-tree n’a pas de solution (voir the´ore`me 19 page ci-contre) alors
2. sortir sur un e´chec ;
3. Pour chaque arc (u, v) ∈ Gmaybe faire
4. supprimer (u, v) de Gmaybe si une des conditions suivante est ve´rifie´e :
5. a. TC (Gprec ∪ {(u, v)}) ∩ Ginc 6= ∅ ;
6. b. ∃(u, ud), (va, v) ∈ TC (Gprec) : (ud, va) ∈ Ginc ;
u va
ud v
(a) Interaction entre incom-
parabilite´s et pre´ce´dences.
u va
ud v
(b) Cause de l’incompatibi-
lite´.
Fig. 5.6 – Dans la figure 5.6(a) l’arc en trait e´pais repre´sente une contrainte d’incomparabilite´ entre les
sommets ud et va, les arcs en traits plein incurve´s repre´sentent des chemins dans le graphe de pre´ce´dences
et l’arc (u, v) en pointille´ repre´sente un arc du graphe Gmaybe . La figure 5.6(b) repre´sente la contradiction
engendre´e par l’ajout de l’arc (u, v) dans Gsure . Il existe alors un chemin de va vers ud dans Gprec .
(a) permet de supprimer (u, v) s’il n’y pas de compatibilite´ de (u, v) avec les graphes de pre´ce´dences
et d’incomparabilite´s, et, la condition (b) de´tecte les arcs de Gmaybe violant la condition d’accessibilite´
introduite par le the´ore`me 19 page pre´ce´dente.
Lemme 16. L’algorithme 13 ne supprime aucun arc de Gmaybe appartenant a` une solution satisfaisant
la contrainte extended-tree.
De´monstration. Le cas (a) de l’algorithme 13 (ligne 5) est directement de´rive´ de la condition 1 du the´o-
re`me 19 page ci-contre. En effet, supposons qu’un arc (u, v) de Gmaybe tel que TC (Gprec∪{(u, v)})∩Ginc = ∅
soit supprime´ mais qu’il existe cependant une solution contenant (u, v) satisfaisant la contrainte. Alors,
il existe une contradiction avec l’hypothe`se TC (Gprec ∪ {(u, v)})∩Ginc = ∅, puisque cette dernie`re assure
que (u, v) viole au moins une contrainte d’incomparabilite´.
Le cas (b) de l’algorithme 13 (ligne 6) est intuitivement lie´ a` la condition 2 du the´ore`me 19 page
ci-contre. En effet, si un tel arc (u, v) est ajoute´ dans Gsure alors, le sommet u doit pre´ce´der a` la fois
les sommets ud et v, et donc il existe dans toute solution satisfaisant la contrainte un chemin depuis u,
atteignant d’abord le sommet v (par hypothe`se (u, v) ∈ Esure) et ensuite le sommet ud (voir figure 5.6).
De plus, nous savons que le sommet va pre´ce`de v alors, par transitivite´, il existe un chemin depuis va
jusqu’a` ud dans toute solution satisfaisante pour la contrainte : c’est une contradiction avec l’hypothe`se
que les sommets ud et va) sont incomparables.
The´ore`me 20. L’algorithme 13 filtre une contrainte extended-tree avec une complexite´ au pire cas de
O(m2).
De´monstration. Voir discussion pre´ce´dant le lemme 16.
5.6.2 De´duction de nouvelles contraintes de pre´ce´dence
Cette section montre comment certaines proprie´te´s de graphes mises en jeu dans les graphes G, Gprec ,
et Ginc associe´s a` la contrainte extended-tree permettent de de´duire de nouvelles contraintes (ici des
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v
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Fig. 5.7 – L’arc de pre´ce´dence (u, t) (repre´sente´ par l’arc en trait plein) peut eˆtre ajoute´ dans Gprec .
L’areˆte en trait e´pais repre´sente une contrainte d’incomparabilite´ entre les sommets u et v. Les arcs
pleins incurve´s de´signent des chemins de Gprec .
Algorithme 14 De´duction de contraintes de pre´ce´dences.
/* De´duction de pre´ce´dences depuis G */
1. calculer les sommets dominants dans le graphe G ;
2. Pour chaque dominant d de G faire
3. Pour chaque (u, v) ∈ Eprec tel que d ∈ DOM〈G,u〉(v) faire
4. ajouter les arcs (u, d) et (d, v) dans Gprec ;
5. supprimer l’arc (u, v) de Gprec ;
/* De´duction de pre´ce´dences depuis Ginc et Gprec */
6. Pour chaque sommet s avec au moins deux successeurs dans TC (Gprec) faire
7. Pour chaque successeur u de s tel que ∃v : (u, v) ∈ Ginc faire
8. Si il existe un sommet t ∈ Gprec tel que les arcs
(v, t) et (s, t) soient dans TC (Gprec) alors ajouter l’arc (u, t) a` Gprec ;
contraintes de pre´ce´dence) issues de l’interaction forte existante entre ces trois graphes.
De´duction de pre´ce´dences a` partir du graphe G
Nous montrons maintenant comment la relation de dominance entre les sommets du graphe G associe´ a`
la contrainte extended-tree permet de mettre en lumie`re de nouvelles contraintes de pre´ce´dence.
E´tant donne´ le graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree, soit S une composante fortement connexe
de G, et soit u et v deux sommets de S tels que (u, v) soit un arc de Gprec . Pour chaque dominant d de v
par rapport u (DOM 〈S,u〉(v)), les arcs (u, d) et (d, v) sont des contraintes de pre´ce´dence valides puisque
tout chemin de u vers v dans G atteint d’abord le sommet d avant d’atteindre le sommet v. Alors, ajouter
(u, d) et (d, v) dans Gprec rend l’arc (u, v) transitif, qui peut donc eˆtre supprime´ de Gprec . Les lignes 2
a` 5 de l’algorithme 14 de´tectent un tel patron dans G en O(nm), alors que les sommets dominants sont
calcule´s en O(n2) [CHK01]. De manie`re pratique, les sommets dominants de G sont bien-entendu calcule´s
dynamiquement par rapport aux diffe´rentes racines potentielles.
De´duction de pre´ce´dences a` partir des graphes Gprec et Ginc
L’interaction entre les contraintes de pre´ce´dence (via le graphe Gprec) et les contraintes d’incomparabilite´
(via Ginc) permet e´galement de re´ve´ler de nouvelles contraintes de pre´ce´dence.
E´tant donne´ quatre sommets distincts u, v, s et t, supposons qu’il existe une incomparabilite´ (u, v)
dans Ginc et que les arcs {(v, t), (s, u), (s, t)} appartiennent a` la fermeture transitive TC (Gprec). Alors, l’arc
(u, t) peut eˆtre ajoute´ dans Gprec . Dans la figure 5.7, les sommets t et u ne peuvent pas eˆtre incomparables
car ils sont tous deux des descendants du sommet s. De plus, le sommet u ne peut pas eˆtre atteint depuis
s apre`s avoir atteint t, sinon les sommets u et v appartiendraient a` un meˆme chemin et l’incomparabilite´
entre eux ne serait plus respecte´e. Ainsi, le seul cheminement admissible, ordonnant t et u, consiste a`
ajouter une contrainte de pre´ce´dence de u vers t. Les lignes 6 a` 8 de l’algorithme 14 de´tectent un tel
patron dans TC (Gprec) avec une complexite´ temporelle de O(mn).
5.7. Contraindre le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet 83
5.7 Contraindre le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet
La contrainte de degre´ associe´e a` chaque sommet du graphe G permet de spe´cifier le demi-degre´ inte´rieur
de chacun d’eux, c.-a`-d., le nombre de pre´de´cesseurs de chaque sommet dans une partition. Ainsi, prendre
en compte le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet du graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree
permet de mode´liser des proble`mes de partitionnement par des chemins, ou des arbres binaires, sans avoir
besoin de cre´er une contrainte globale spe´cifique pour chaque patron. Cette section montre comment
repre´senter une telle contrainte a` partir d’une mode´lisation base´e sur la contrainte globale de cardinalite´
gcc [Re´g96].
La contrainte globale de cardinalite´ [Re´g96] gcc(v1, . . . , vn, cx1 , . . . , cxm) est de´crite par n variables
d’assignation v1, . . . , vn et m variables d’occurrence cx1 , . . . , cxm . A` chaque variable d’assignation vj est
associe´ un domaine Dj ⊆ {cx1 , . . . , cxm}, et a` chaque variable d’occurrence cxi est associe´ un intervalle
Ei = [Li, Ui]. Une solution satisfaisant la contrainte de cardinalite´ est une assignation des valeurs aux
variables telle que pour tout j ∈ [1, n], la valeur assigne´e a` vj soit dans Dj et pour tout i ∈ [1,m], le
nombre de variables assigne´es a` la valeur xi est au moins e´gal a` Li et au plus e´gal a` Ui. Pour un e´tat de
l’art complet sur la contrainte gcc voir [KT05].
Dans la suite, nous e´tudions la contrainte sur le demi-degre´ inte´rieur de chaque sommet du graphe G
associe´ a` la contrainte extended-tree au travers de l’approche utilisant un mode`le a` base de flot. D’autre
part, nous nous placerons dans le contexte de la contrainte gcc originelle atteignant l’arc-consistance
ge´ne´ralise´e [Re´g96]. Nous montrons comment il est possible de prendre en compte dans le mode`le flot la
gestion des racines (potentielles ou fixe´es) pre´sentent dans le graphe G associe´ a` la contrainte extended-tree.
Dans le contexte de la contrainte extended-tree, a` chaque sommet vi du graphe oriente´ G est associe´e
une variable entie`re VER[i].D, dont le domaine [dimin, d
i
max] repre´sente le nombre de pre´de´cesseurs possibles
pour vi dans une solution. Soulignons que les boucles sur les racines potentielles sont ignore´es. Cette
contrainte de degre´ est tre`s similaire a` la contrainte gcc, excepte´ pour le traitement des racines poten-
tielles : une valeur i affecte´e a` vi est simplement ignore´e, c.-a`-d., qu’elle n’est pas compte´e dans le nombre
d’occurrences de la valeur i. La figure 5.8 montre le graphe de flot associe´ a` cette contrainte gcc modifie´e.
Observons la pre´sence d’un sommet ℓ supple´mentaire correspondant aux racines potentielles du graphe.
Formellement, ce graphe de flot est de´fini de la manie`re suivante :
v2
MAXTREE]
[d1min, d
1
max]
[d2min, d
2
max]
[dnmin, d
n
max]
[0, 1]
[0, 1]
[n, n]
[1, 1]
ts
vn
ℓ
n
1
2
v1
[MINTREE,
Fig. 5.8 – Graphe de flot associe´ a` G. Chaque sommet vi ∈ Vleft repre´sente un sommet de G, et chaque
sommet i ∈ Vright, avec i 6= ℓ, repre´sente un sommet de G. Le sommet ℓ mode´lise l’ensemble des racines
potentielles.
De´finition 43. Le graphe de flot, note´ Gf = (Vf , Ef ), d’une contrainte extended-tree(NTREE, VER) est tel
que :
– Vf est l’union des ensembles de sommets suivants :
– Vleft = {VER[i].S | i ∈ [1, n]}, note´s vi ;
– Vright = {VER[i].L | i ∈ [1, n]}, note´s i ;
– {s, t, ℓ} ou` s, t, et ℓ sont respectivement appele´s les sommets source, puits, et boucle ;
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– Ef est l’union des arcs value´s suivants :
– il existe un arc de s a` chaque vi ∈ Vleft de capacite´ [1, 1] ;
– un arc (t, s) de capacite´ [n, n] ;
– il existe un arc de vi ∈ Vleft a` j ∈ Vright de capacite´ [0, 1] ssi j ∈ D(VER[i].S) et j 6= i ;
– il existe un arc de vi ∈ Vleft a` ℓ de capacite´ [0, 1] ssi i ∈ D(VER[i].S) ;
– il existe un arc de i ∈ Vright a` t de capacite´ VER[i].D = [dimin, dimax] ;
– un arc (ℓ, t) de capacite´ [MINTREE, MAXTREE].
Remarquons que pour chaque i ∈ Vright, si i 6= ℓ alors dimin et dimax repre´sentent respectivement les
valeurs minimale et maximale du degre´ ne´gatif du sommet vi de G. Si i = ℓ alors [dimin, dimax] est domine´
par les nombres minimum (MINTREE) et maximum (MAXTREE) d’arbres possibles pour couvrir le graphe G.
En pratique, nous utilisons l’algorithme de filtrage classique base´ sur le graphe de flot de´crit dans [Re´g96]
pour supprimer tous les arcs de G incompatibles avec la contrainte sur le degre´ de chaque sommet.
La complexite´ de l’algorithme de filtrage de´die´ a` la contrainte de degre´ est donne´e par celle de la gcc,
a` savoir dans notre cas O(mn2).
5.8 Synthe`se
Le tableau 5.2 re´sume les complexite´s the´oriques permettant de filtrer la contrainte extended-tree. Le
tableau est de´compose´ en quatres parties horizontales. La premie`re partie rappelle les meilleures bornes
connues pour les variables NTREE et NPROP. La seconde partie re´sume les conditions ne´cessaires relatives
aux contraintes additionnelles de´crites dans ce chapitre. La troisie`me partie re´fe´rence les algorithmes
permettant d’effectuer le filtrage relatif a` chaque contrainte additionnelle prise en compte par la contrainte
extended-tree. Finalement, la dernie`re partie rappelle les algorithmes permettant de mettre a` jour le graphe
de pre´ce´dences Gprec par rapport aux diffe´rents graphes mode´lisant des contraintes annexes. Pour chaque
algorithme et proposition, une borne supe´rieure du temps de calcul est fournie, en fonction des grandeurs
n et m repre´sentant respectivement le nombre de sommets et le nombre d’arcs dans le graphe G. Notons
que ces deux grandeurs sont suffisantes pour fournir une borne supe´rieure de la complexite´ du temps de
calcul. En effet, soit mprec et minc respectivement le nombre d’arcs et d’areˆtes dans Gprec et Ginc . D’une
part, on sait que mprec ≤ m puisque Gprec est un graphe acyclique sans arcs transitifs ; d’autre part,
minc ≈ m car il ne peut pas exister plus de contraintes d’incomparabilite´ que de liens possibles entre les
sommets du graphe G.
Interaction Effets
The´ore`mes, Complexite´
propositions, et algorithmes the´orique
Bornes
G min(NTREE) Section 4.2.1 page 49, MINTREE
O(m+ n)Gprec max(NTREE) Proposition 3 page 74
G min(NPROP) Proposition 1 page 55
G max(NPROP) Proposition 2 page 56 O(m√n)
Faisabilite´
Gprec
echec
The´ore`me 15 page 75 (pre´ce´dences)
O(mn)Ginc The´ore`me 17 page 79 (incomparabilite´s)
Gprec & Ginc The´ore`me 19 page 80 (pre´c. et inc.)
Filtrage
G
G
Algorithmes 7 page 59 et 8 page 60 (NPROP) O(mn)
Gprec Algorithme 10 page 76 (pre´ce´dences) O(mn)
Ginc Algorithme 12 page 79 (incomparabilite´s) O(n2)
Gprec & Ginc Algorithme 13 page 81 (pre´c. et inc.) O(m2)
Gf Global Cardinality [Re´g96] (degre´s) O(mn2)
De´ductions
G & Gcond
Gprec
Algorithme 11 page 78 O(m)
Internes
G & Gprec Algorithme 14 page 82 O(mn)Ginc & Gprec
Tab. 5.2 – Re´sume´ des complexite´s de chaque proposition, the´ore`me et algorithme permettant de main-
tenir la contrainte extended-tree.
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Dans une certaine mesure les contraintes de chemin sont relie´es a` plus d’un titre aux contraintesd’arbre. D’une part, on peut remarquer que tout chemin ne constitue ni plus ni moins qu’un arbre,
tel que chaque sommet posse`de exactement deux voisins a` l’exception des sommets sources et des sommets
destinations. D’autre part, dans un arbre1 il existe un chemin de tout sommet interne vers la racine. En
conse´quence, il serait surprenant que l’e´tude d’une contrainte de chemin ne recoupe pas les proprie´te´s de
graphes qui avaient de´ja` e´te´ utilise´es dans le contexte des contraintes d’arbre. Cependant, les contraintes
structurelles misent en jeu dans le contexte des chemins sont beaucoup plus fortes que dans le contexte
des arbres, ce qui en justifie pleinement l’e´tude.
Les contraintes de partitionnement par des chemins sont omnipre´sentes dans de nombreuses appli-
cations pratiques comme les proble`mes de tourne´es de ve´hicules [BQ64] ou de robustesse dans les re´-
seaux [Suu74]. Dans le contexte des contraintes de partitionnement par des chemins, les conditions ne´ces-
saires pre´venant la cre´ation de circuits et maintenant le fait que chaque sommet du graphe ne posse`de pas
plus d’un pre´de´cesseur ont de´ja` e´te´ introduites dans la litte´rature [JKK+99, Sel03, QvRDC06, BFL06].
Cependant, aucune de ces conditions ne conside`re re´ellement le nombre de chemins a` construire. Le
but de ce chapitre est de proposer une condition ne´cessaire relative au nombre de chemins requis pour
partitionner un graphe oriente´ de manie`re a` ce que chaque sommet appartienne a` un chemin et un seul.
Conside´rons un graphe oriente´ G = (V,A), une partition de G en chemins est une collection de chemins
sommets-disjoints P1 = (V1, A1), . . . , PK = (VK , AK) dans G, dont l’union est repre´sente´e par V, c.-a`-d.,
Vi∩Vj = ∅, i 6= j, et
⋃K
i=1 Vi = V. Le proble`me des K chemins sommets-disjoints [Ste03, Vyg95] (que l’on
notera K-NDP dans la suite) cherche a` de´terminer une partition de G telle que K ∈ [K, K], ou` K de´signe le
nombre minimum de chemins d’une partition de G et K est la taille du sous-ensemble T ⊆ V de sommets
potentiellement finaux pour chaque chemin.
1Rappelons que l’on se place dans le contexte d’anti-arborescence, ce qui implique que l’orientation se fait des feuilles
vers la racine.
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Fig. 6.1 – En partie (a), un ensemble de taˆches fixe´es dans le temps (de´crit par l’axe oriente´ en gras).
Chaque taˆche t est de´crite par un triplet s, i, d dont les e´le´ments correspondent respectivement au lieu de
de´part, l’identifiant de la taˆche et le lieu de destination. La partie (b) repre´sente le graphe correspondant,
respectant a` la fois la continuite´ temporelle et ge´ographique.
Trouver une partition de G en chemins est un proble`me ge´ne´ralement NP-complet [FHW80, Ste03],
meˆme lorsque le nombre de chemins est fixe´ a` K = 2. Il existe cependant de nombreuses classes de graphes
particuliers pour lesquelles ce proble`me de partitionnement est re´solvable en temps polynomial [AR90,
YC94, Sch03]. Dans le contexte d’une contrainte maintenant une partition par des chemins sommets-
disjoints, nous ne pouvons he´las faire aucune hypothe`se sur la classe du graphe G. Nous allons donc
proposer une condition ne´cessaire base´e sur la structure de G. Cette condition sera directement de´rive´e du
graphe re´duit (voir de´finition 22 page 23) associe´ a` G ainsi que de la relation de dominance 25 page 23 entre
les sommets de G. Le proble`me des K chemins sommets-disjoints est utile dans beaucoup d’applications
pratiques. L’une d’entre elle consiste a` couvrir un ensemble de taˆches (par ex., des livraisons, des vols)
avec un minimum de ressources (par ex., des camions, des avions). Chaque taˆche est repre´sente´e comme
un intervalle de´fini par une date de de´part au plus toˆt, une date de fin au plus tard et une dure´e fixe. De
plus, une taˆche posse`de aussi un lieu de de´part et une destination. Dans toute solution valide, une taˆche
t1 peut pre´ce´der imme´diatement une taˆche t2 si (1) la date de fin au plus toˆt de t1 pre´ce`de la date de
de´but au plus tard de t2, et si (2) la destination de t1 est identique au lieu de de´part de t2.
Exemple 9. Pour illustrer l’application pre´ce´dente, conside´rons l’ensemble des taˆches fixe´es dans le
temps, repre´sente´es par la figure 6.1(a). La figure 6.1(b) fournit le graphe G correspondant qui peut eˆtre
couvert par 6 chemins sommets-disjoints. Remarquons que le graphe G est acyclique puisque toutes les
taˆches sont comple`tement fixe´es dans le temps.
Dans le contexte des contraintes de partitionnement [CB04, BFL06, QvRDC06], la contribution de ce
chapitre est de montrer comment la combinaison d’un raisonnement sur les flots et d’un raisonnement sur
la relation de dominance entre les sommets du graphe fournit une condition ne´cessaire pour la contrainte
de partitionnement par des chemins. Cette contrainte a exactement les meˆmes arguments que la contrainte
tree introduit en section 4.2 page 49. Dans la suite de cette partie, la section 6.1.1 page ci-contre pre´sente
une approche base´e sur les flots dans le contexte des graphes oriente´s sans circuits (DAG). Puis, la
section 6.1.2 page 89 ge´ne´ralisera ce mode`le au cas avec circuits, en prenant en conside´ration les « goulots
d’e´tranglement » du graphe re´duit : les sections 6.1.2 page 90 et 6.1.2 page 92 montreront comment
de´terminer des bornes plus pre´cises sur le nombre de chemins minimum et maximum a` partir de (1)
la relation de dominance entre les sommets du graphe G et (2) la manie`re dont les sommets de deux
composantes fortement connexes sont relie´es entre elles. Finalement, la section 6.2 page 93 montrera
comment exploiter une partie du mode`le de flot associe´ au proble`me des K chemins sommets-disjoints
dans le but d’ame´liorer le filtrage lie´ a` la contrainte de partitionnement par des chemins.
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Fig. 6.2 – Un graphe oriente´ acyclique G, ou` les sommets potentiellement finaux sont colore´s en gris. Les
arcs e´pais repre´sentent une partition en chemins de cardinalite´ minimale.
6.1 E´valuation du nombre minimum de chemins ne´cessaires pour
partitionner un graphe
6.1.1 Le proble`me K-NDP dans le cas de graphes oriente´s acycliques
Cette section s’inte´resse au cas des graphes oriente´s sans circuits pour lesquels le proble`me K-NDP peut
eˆtre re´solu en temps polynomial [AR90, YC94, Sch03]. Lorsque le nombre de chemins K n’est pas fixe´,
le point cle´ dans la re´solution d’un tel proble`me concerne l’e´valuation du nombre de chemins minimum
ne´cessaires pour partitionner le graphe G.
Une premie`re piste pour e´valuer cette borne infe´rieure consiste a` regarder la taille d’une antichaˆıne
maximale 2 (aussi appele´e largeur) du graphe G (voir [Dil50] pour une caracte´risation comple`te). En
effet, une fois que l’antichaˆıne est traverse´e, il n’y a aucun moyen de revenir en arrie`re puisque G est sans
circuit. Cependant, meˆme si la largeur de G constitue une borne infe´rieure re´alisable pour le proble`me
de couverture par des chemins (voir [Sch03, p.219]), ce n’est pas le cas dans le contexte du proble`me de
partitionnement par des chemins sommets-disjoints. L’exemple suivant illustre ce point :
Exemple 10. La figure 6.2 pre´sente les deux antichaˆınes maximales A0 = {0, 1, 2} et A1 = {6, 7, 8}
de G. La largeur de G e´tant e´gale a` 3, il existe une couverture de G avec 3 chemins (par ex., 〈0, 6〉,
〈1, 3, 5, 7〉 et 〈2, 4, 5, 8〉). Cependant, remarquons que dans le contexte du partitionnement, les antichaˆınes
A2 = {3, 4} et A3 = {5} forment un goulot d’e´tranglement entre les sommets de A0 et les sommets de
A1. Ainsi, partitionner G avec 3 chemins sommets-disjoints est clairement impossible. En fait, 4 chemins
sont ne´cessaires pour partitionner G en chemins sommets-disjoints (par ex., 〈0, 6〉, 〈1, 3, 5, 7〉, 〈2, 4〉, et
〈8〉).
Dans le cadre de graphes oriente´s sans circuits, cette section introduit un mode`le de flot classique (voir
exemple 11 page suivante) fournissant une condition ne´cessaire et suffisante pour le proble`me K-NDP, ainsi
qu’une borne infe´rieure re´alisable sur le nombre minimum de chemins sommets-disjoints ne´cessaires pour
partitionner G. Dans cette approche, on doit construire pour chaque K-partition en chemins du graphe, un
K flot dans un graphe de´rive´. Une ide´e simple est d’ajouter, pour chaque sommet i, deux arcs (s, i) et (i, t)
(ou` s et t sont deux sommets supple´mentaires). Alors, pour chaque chemin 〈i1, . . . , in〉 de la K partition,
on peut ajouter les deux arcs (s, i1) et (in, t), qui permettent de construire un K-flot. Le biais de cette
construction est que le graphe re´sultant admet toujours un flot nul, ce qui conduit a` une borne triviale
inutile. Dans le but d’imposer un flot non-nul au travers de chaque sommet du graphe, nous scindons
chaque sommet i en deux sommets i′ et i′′, et nous ajoutons l’arc (i′, i′′) en imposant qu’une unite´ de flot
le traverse. Ainsi, la conservation du flot nous assure l’existence d’un flot non-nul de i′ a` i′′.
2Une antichaˆıne dans un ensemble partiellement ordonne´ P est un sous-ensemble A de P tel que chaque paire d’e´le´ments
de A est incomparable, c.-a`-d., pour tout x, y dans A, on ne peut avoir ni x ≤ y, ni y ≤ x (dans notre contexte cela s’interpre`te
comme le fait qu’il n’y a ni de chemin de x a` y, ni de chemin de y a` x).
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Fig. 6.3 – Pour le graphe oriente´ G repre´sente´ en partie (a), la partie (b) fournie le re´seau correspondant
N . Les arcs repre´sente´s par des tirets sont des arcs extre´mite´s de chemins, les arcs en gras repre´sentent
les arcs associe´s aux sommets de´double´s, l’arc en pointille´ repre´sente l’arc de retour, et les arcs pleins sont
les arcs associe´s au DAG.
De´finition 44. E´tant donne´ un graphe oriente´ sans circuit G, le re´seau associe´ N = (X , E , c) est de´fini
de la manie`re suivante :
– A` chaque sommet i de G correspond deux sommets i′ et i′′ (resp. appele´s sommet entre´e et sommet
sortie), ainsi qu’un arc (i′, i′′) de E associe´ aux sommets de´double´s. Soient I ′ et I ′′ les deux
ensembles de sommets correspondant. Finalement, deux sommets supple´mentaires s ( source) et t
(puits) sont ajoute´s a` l’ensemble des sommets X ;
– A` chaque arc (i, j) de G corresponds un arc (i′′, j′) de E, ou` i′′ est le sommet de sortie de i et j′ le
sommet d’entre´e de j ;
– Il existe un arc (s, i′) dans E, pour tout sommet i′ ∈ I ′, ainsi qu’un arc (i′′, t) pour tout sommet de
sortie i′′ appartenant a` I ′′ ;
– Un arc de retour de t a` s est finalement ajoute´.
Nous sommes maintenant en mesure de de´finir la fonction f associe´e au re´seau N . Dans ce but, nous
distinguons diffe´rentes classes d’arcs correspondant respectivement aux arcs de retour, aux arcs associe´s
aux sommets de´double´s, aux arcs du DAG G, et aux arcs extre´mite´s de chemins.
De´finition 45. E´tant donne´ un graphe oriente´ sans circuit G, le flot porte´ par chaque arc du re´seau N ,
associe´ a` G, est de´fini de la manie`re suivante :
1. l’arc de retour : f(t, s) = fts ∈ [1, K], ou` K = |T | ;
2. les arcs associe´s aux sommets de´double´s : f(i′, i′′) = fi = 1 ;
3. les arcs du dag : f(i′′, j′) = fij ∈ [ℓij , cij ] ou` ℓij = 0 et cij = K ;
4. les arcs extre´mite´s de chemins : f(s, i) = f(i, t) = fsi = fit ∈ [0, K], pour tout (s, i) et (i, t) de E.
Exemple 11. La figure 6.3 illustre les de´finitions 44 et 45. Chaque sommet i du graphe G de la fi-
gure 6.3(a) est de´double´ en deux sommets distincts i′ et i′′ dans la figure 6.3(b). L’arc en pointille´ de
la figure 6.3(b) correspond a` l’arc de retour de la de´finition 45, avec un flot [1, K], les arcs en gras cor-
respondent aux arcs associe´s aux sommets de´double´s, avec un flot unitaire, les arcs repre´sente´s par des
tirets correspondent aux extre´mite´s de chemins, avec un flot [0, K], et les arcs plein correspondent quant
a` eux aux arcs associe´s au graphe G, avec un flot [0, K].
Observons que chaque circuit dans N contient l’arc (t, s) car le graphe G est sans circuit. Alors, la
conservation du flot assure que le flot global de N est fourni par :
F(N ) =
∑
(s,j)∈ω+({s})
fsj = fts (6.1)
Dans la suite, le flot global de N sera assimile´ au flot fts traversant l’arc de retour (t, s).
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The´ore`me 21. Un graphe oriente´ sans circuit G peut eˆtre partitionne´ en K chemins sommets-disjoints
ssi il existe un flot compatible fts = K dans le re´seau N associe´ a` G.
De´monstration. Montrons d’abord que la condition est ne´cessaire. Supposons que (a) il existe une par-
tition P en chemins sommets-disjoints de G de taille K, et (b) qu’il n’existe pas un flot compatible dans
N = (X , E) avec F = K. Montrons qu’il existe une contradiction. Pour cela, nous allons montrer qu’il est
possible de de´river, de la partition P , un flot compatible F pour le re´seau N . Par de´finition du re´seau
N , pour chaque arc (u′, u′′) de N , associe´ a` un sommet de´double´, le flot f(u′, u′′) est fixe´ a` 1. Le flot sur
l’arc de retour fts est fixe´ a` K. On de´rive un flot compatible F = K dans N , a` partir de la partition P , de
la manie`re suivante :
– Pour chaque arc (u, v) de P , le flot f(u′′, v′) sur l’arc correspondant dans N est fixe´ a` 1.
– Pour chaque sommet source u d’un chemin de P , le flot f(s, u′) dans N est fixe´ a` 1.
– Pour chaque sommet puits v d’un chemin de P , le flot f(v′′, t) dans N est fixe´ a` 1.
– Tous les autres arcs du re´seau N ont un flot nul.
La construction est naturellement valide car le flot traversant l’arc de retour correspondant exactement
au nombre de chemins dans la partition P (K), le flot sortant de la source s, le flot entrant sur le puits
t du re´seau N sont aussi e´gaux a` K, et chaque arc de N correspondant a` un arc de la partition P
ve´hicule exactement une unite´ de flot. L’existence d’un partition en K dans le graphe G implique donc
bien l’existence d’un flot compatible de taille K dans le re´seau N de´rive´ de G.
Nous prouvons maintenant que la condition est suffisante. Nous montrons qu’a` partir de n’importe
quel flot compatible de N , F(N ) = fts = K, on peut construire une partition de G en K chemins sommets-
disjoints. Dans ce but, conside´rons un flot compatible fts de N et le DAG N ′ = (X ′, E ′) de´fini a` partir
du flot fts de la manie`re suivante :
– X ′ = X \ {s, t}.
– E ′ = {(i, j) ∈ E \ (t, s) | fij = 1}.
Le flot fts assure que N ′ est un DAG compose´ de K composantes connexes telles que chacune corresponde
a` un chemin e´le´mentaire. Cette proprie´te´ est directement de´rive´e du fait que pour chaque arc du DAG
(i, j) de N , soit fij = 1 ou fij = 0 (car dans le cas des graphes sans circuit chaque arc associe´ aux
sommets de´double´s (i′, i′′) a un flot fi = 1). Alors, en contractant chaque arc de N ′ associe´ aux sommets
de´double´s en un unique sommet, N ′ devient un graphe partiel de G induit par E ′, et compose´ de K chemins
sommets-disjoints.
Lemme 17. Soit un graphe oriente´ sans circuit G et son re´seau N associe´. La borne infe´rieure du nombre
de chemins sommets-disjoints partitionnant G est donne´e par le flot minimum f⋆ts de N : f⋆ts = K.
De´monstration. Directement de´rive´e du the´ore`me 21.
6.1.2 Le proble`me K-NDP dans le cas de graphes quelconques
Comme nous l’avons vu dans la section pre´ce´dente, dans le cas ou` K n’est pas fixe´, le point cle´ d’une
approche re´solvant le proble`me K-NDP repose sur l’e´valuation d’une borne infe´rieure du nombre minimum
de chemins partitionnant le graphe G. En effet, conside´rons un graphe oriente´ G et un ensemble T de
sommets potentiellement finaux. A` partir d’une partition P quelconque de taille p ∈ [1, |T |], on peut
construire une partition P ′ de taille p′ ∈ [p + 1, |T |] en de´composant, e´ventuellement, un des chemins
contenant au moins deux sommets potentiellement finaux. Cependant, de´terminer a` partir de P, une
partition P ′′ de taille p′′ ∈ [1, p − 1] est un proble`me NP-complet (supposons que p = 2 alors, p′′ = 1 et
par conse´quent, nous devons construire un chemin Hamiltonien).
Dans la section 6.1.1 page 87, un mode`le de flot a e´te´ propose´ dans le cadre de graphes oriente´s sans
circuit. Cette section montre comment e´tendre aux graphes quelconques ce mode`le, en conside´rant le
graphe re´duit Gr associe´ a` G. Un sommet du graphe re´duit Gr correspond a` une composante fortement
connexe du graphe initial G. Par conse´quent nous devrons distinguer les arcs du DAG (c.-a`-d., les arcs de
Gr) et les arcs associe´s aux sommets de´double´s (c.-a`-d., les arcs repre´sentant les CFC de G), et de´terminer
la borne infe´rieure en tenant compte des deux informations. Ainsi, les de´finitions 44 page ci-contre et 45
page pre´ce´dente sont e´tendues au cas des graphes contenant e´ventuellement un circuit de la manie`re
suivante (figure 6.4 page suivante) :
– le re´seau N = (X , E , c) est de´rive´ a` partir du graphe re´duit Gr associe´ a` G ;
90 6. Un cas particulier d’arbres : les chemins
7
4
3
1
0
2
5
6
(a) Gr
fts = [1, K]
ts
0′′0′
[1, w0]
3′ 3′′
[1, w3]
4′ 4′′
[1, w4]
1′
[1, w1]
1′′
2′
[1, w2]
2′′
5′
[1, w5]
5′′
6′
[1, w6]
6′′
7′
[1, w7]
7′′
(b) N
Fig. 6.4 – Le graphe oriente´ Gr repre´sente´ par les parties (a) et (b) fournit le re´seau N correspondant.
Les arcs avec des tirets repre´sentent des arcs extre´mite´s de chemins, les arcs en gras repre´sentent les arcs
associe´s aux sommets de´double´s, l’arc en pointille´ (t, s) repre´sente l’arc de retour du re´seau.
– le flot lie´ a` chaque arc associe´ aux sommets de´double´s (i′, i′′) de N est maintenant e´value´ de
la manie`re suivante : f(i′, i′′) = fi ∈ [ℓi, ci], ou` ℓi (resp. ci) correspond a` une borne infe´rieure
(resp. supe´rieure) sur le nombre minimum (resp. maximum) de chemins sommets-disjoints pouvant
partitionner Ci. Nous avons fi ∈ [1, wi] ou` wi repre´sente le nombre de sommets dans Ci qui sont
soit des sommets potentiellement finaux dans G, ou des sommets directement connecte´s, par un seul
arc de G, a` une autre CFC Cj de G.
Alors, la condition ne´cessaire et suffisante introduite par le the´ore`me 21 page pre´ce´dente peut eˆtre
directement ge´ne´ralise´e a` une condition ne´cessaire dans le cas de graphes quelconques :
The´ore`me 22. S’il existe une partition en chemins sommets-disjoints de G de taille K ∈ [K, K] alors, il
existe un flot compatible fts = K dans le re´seau N correspondant au graphe G.
De la meˆme manie`re, le nombre minimum de chemins introduit par le lemme 17 page pre´ce´dente est
ge´ne´ralise´ a` une borne infe´rieure sur le nombre de chemins sommets-disjoints partitionnant le graphe G.
Lemme 18. E´tant donne´ un graphe oriente´ G et son re´seau correspondant N , une borne infe´rieure sur
le nombre de chemins sommets-disjoints partitionnant G est donne´e par le plus petit flot compatible f⋆ts
de N : f⋆ts ∈ [K; K].
Dans la suite, nous proposons deux manie`res d’ame´liorer l’e´valuation du plus petit flot compatible dans
le re´seau N associe´ au graphe oriente´ G : premie`rement, dans la section 6.1.2, nous montrons comment
estimer le nombre de chemins partitionnant chaque CFC de G dans le but d’ame´liorer l’e´valuation du
flot traversant chaque arc de N associe´ aux sommets de´double´s. Deuxie`mement, dans la section 6.1.2
page 92, nous montrons comment estimer le nombre de chemins entre deux CFC dans le but de raffiner
l’e´valuation du flot traversant les arcs du DAG.
Estimer le nombre de chemins partitionnant une CFC
Une premie`re voie pour ame´liorer la pre´cision de la relaxation du proble`me K-NDP, lorsque des CFC de
G = (V,A) contiennent plus d’un sommet (c.-a`-d., G n’est pas un DAG), est de raffiner les bornes sur le
flot fi ∈ [ℓi, ci] pour chaque arc associe´ aux sommets de´double´s repre´sentant la CFC Ci de G. Cette section
montre comment ame´liorer l’e´valuation de ℓi (c.-a`-d., du nombre minimum de chemins partitionnant Ci)
qui e´tait a` l’origine fixe´e a` la valeur 1 dans la de´finition 45 page 88. L’ide´e est d’identifier un sommet d
de Ci, dont le retrait augmente le nombre de CFC de Ci \ {d} (i.e., le graphe correspondant aux CFC
de Ci auquel le sommet d a e´te´ supprime´), dans le but de re´-appliquer le Lemme 18 sur le nouveau DAG
construit a` partir du graphe re´duit associe´ a` Ci \{d}. Ceci est re´alise´ en utilisant la relation de dominance
entre les sommets de Ci, de´finie de la manie`re suivante :
De´finition 46 ([LT79]). E´tant donne´ un graphe oriente´ G et deux sommets i, j de G tel qu’il existe au
moins un chemin de i a` j, un sommet d est un dominant du sommet j par rapport a` un sommet i ssi il
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Fig. 6.5 – Cette figure repre´sente pour une CFC Ci de G, un de ces sommets dominant d de Di =
{1, 4, 8, 9, 11, d} par rapport aux sommets Ti repre´sente´s en gris. Les rectangles contenus dans ∆d et ∆¯d
repre´sentent les CFC cre´e´es par le retrait du sommet d de la composante fortement connexe Ci.
n’existe aucun chemin de i a` j dans G \ {d}. L’ensemble des dominants de j par rapport a` i est note´ par
DOM〈G,i〉(j).
Notation 7. E´tant donne´ un graphe oriente´ G = (V,A), soit Ci une CFC de G :
– Ci = (Ci,Ai) repre´sente le sous-graphe de G correspondant a` Ci ;
– Ti repre´sente le sous-ensemble des sommets de Vi qui sont, soit des sommets potentiellement finaux
de G, soit des sommets atteignant, en un seul arc, une autre CFC Cj de G ;
– soit Di l’ensemble des sommets dominants de Ci de´finis par rapport a` l’ensemble Ti :
Di = {d | ∃v ∈ Vi,∀w ∈ Ti, d ∈ DOM〈Ci,v〉(w)} (6.2)
La figure 6.5 illustre le fait que le retrait du sommet dominant d ∈ Di cre´e deux sortes de CFC (la
figure 6.5 illustre ce point) :
– ∆d est l’ensemble, possiblement vide, des nouvelles CFC a` partir des quelles un sommet de Ti est
atteint par au moins un chemin ne contenant pas d. Soit ∆⋆d l’ensemble des sommets contenus dans
les CFC de ∆d.
– ∆¯d est l’ensemble, possiblement vide, des nouvelles CFC a` partir desquelles aucun sommet de Ti
ne peut eˆtre atteint par un chemin ne contenant pas d. Soit ∆¯⋆d l’ensemble des sommets contenus
dans les CFC de ∆¯d.
Exemple 12. Dans la CFC Ci de G repre´sente´e par la figure 6.5, nous avons Ti = {7, 8, 10, 12}. L’en-
semble des sommets dominants de Ci par rapport a` Ti est Di = {1, 4, 8, 9, 11, d}. Par exemple, tout chemin
du sommet 3 a` un sommet de Ti rencontre les sommets 4 et d. Ainsi, les sommets 4 et d sont des domi-
nants du sommet 3 par rapport aux sommets de Ti. La figure 6.5 illustre aussi le partitionnement de la
CFC Ci dans les composantes fortement connexes, produites par le retrait du sommet d :
– ∆d = {Cd2 , Cd3 , Cd4} et ∆⋆d = {7, 8, 9, 10, 11, 12},
– ∆¯d = {Cd0 , Cd1} et ∆¯⋆d = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Nous introduisons maintenant une proposition qui va nous permettre de re´duire le proble`me d’esti-
mation du nombre minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant Ci au proble`me de trouver le
nombre minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant ∆d.
Proposition 6. S’il existe une partition en chemins sommets-disjoints de G alors, pour chaque sommet
dominant d ∈ Di d’une CFC Ci par rapport a` l’ensemble des sommets Ti, il existe un chemin Hamiltonien,
terminant sur un pre´de´cesseur de d, dans le sous-graphe de G induit par l’ensemble des sommets de ∆¯⋆d.
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De´monstration. Rappelons-nous que, par construction de ∆¯⋆d, un chemin ne peut pas finir sur un sommet
de ∆¯⋆d. Puisque d domine tout sommet de Ti ⊂ ∆⋆d par rapport a` tout sommet de ∆¯⋆d, d est la seule
sortie possible pour les sommets de ∆¯⋆d. Par conse´quent, s’il n’existe pas un chemin Hamiltonien dans
∆¯⋆d alors, le sommet d est atteint par au moins deux chemins sommets-disjoints couvrant ∆¯
⋆
d : c’est une
contradiction.
Proposition 7. Conside´rons le graphe re´duit G∆d (resp. G∆¯d) associe´ au sous-graphe d’une CFC Ci
de G induit par les sommets de ∆⋆d (resp. ∆¯⋆d). Soit x∆d une borne infe´rieure du nombre minimum de
chemins sommets-disjoints partitionnant G∆d . Une borne infe´rieure du nombre minimum de chemins
sommets-disjoints partitionnant Ci (note´ ldi ), par rapport a` un sommet dominant d de Ci, est de´finie par :
– x∆d − 1, s’il existe un arc (u, v) dans Ci tel que u ∈ ∆⋆d, v ∈ ∆¯⋆d, et la CFC contenant le sommet v
est un sommet source dans G∆¯d .
– x∆d , sinon.
Dans la pratique, la borne infe´rieure x∆d peut eˆtre obtenue en re´alisant le Lemme 18 page 90 base´
sur la relaxation du flot traversant le re´seau associe´ au graphe G∆d par rapport a` l’ensemble des sommets
potentiellement finaux Ti. Finalement, la valeur maximale des ldi (d ∈ Di) fournit une borne infe´rieure
du nombre minimum de chemins dans la partition couvrant Ci.
Proposition 8. Soit ℓi le nombre minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant la CFC Ci de
G et soit Di l’ensemble des sommets dominants de Ci, une borne infe´rieure de ℓi est donne´e par :
max({ldi | d ∈ Di}) (6.3)
Estimer le nombre maximum de chemins entre deux composantes fortement connexes
Une seconde manie`re de pre´ciser la relaxation du proble`me K-NDP est d’ajuster les bornes sur le flot
fij ∈ [lij , cij ], pour chaque arc du associe´ au graphe re´duit correspondant au graphe G a` partitionner.
Cette section montre comment ame´liorer la pre´cision de la borne supe´rieure cij , qui e´tait originellement
fixe´e a` K = |T | dans la De´finition 45 page 88 (c.-a`-d., le nombre de sommets potentiellement finaux
dans G). Ceci est re´alise´ en calculant la taille d’un couplage de cardinalite´ maximum entre les sommets i
incidents a` un arc sortant d’une CFC Ci, et entrant sur un sommet j d’une CFC Cj .
Notation 8. E´tant donne´ deux CFC distinctes Ci et Cj de G et un sommet i de Ci,
– ϕ+ij repre´sente le nombre d’arcs sortant de i et entrant sur un sommet j de Cj.
– ϕ−ij repre´sente le nombre d’arcs entrant sur un sommet j de Cj et sortant du sommet i.
E´tant donne´ deux CFC distinctes Ci et Cj de G telles qu’il existe au moins un arc d’un sommet de
Ci a` un sommet de Cj , le nombre maximum de chemins sortant de Ci et entrant directement sur Cj peut
eˆtre calcule´ a` partir d’un graphe bipartie, extrait depuis Ci et Cj , de´finit de la manie`re suivante :
De´finition 47. Le graphe biparti Bij = (X ,Y, E) associe´ avec une paire de CFC distinctes Ci et Cj de
G = (V,A), tel qu’il existe un arc depuis un sommet de Ci vers un sommet de Cj, est de´fini par :
– X = {i ∈ Ci | ϕ+ij > 0} ;
– Y = {j ∈ Cj | ϕ−ij > 0} ;
– E = {(i, j) ∈ A | i ∈ X , j ∈ Y}.
Proposition 9. Soit Mij la taille d’un couplage de cardinalite´ maximum dans le graphe biparti Bij
associe´ a` une paire de CFC distinctes, Ci et Cj, de G. La capacite´ cij, traversant un arc du DAG (i′′, j′)
du re´seau N associe´ a` G, est borne´e par Mij : cij ≤Mij.
Exemple 13. A` partir du graphe G repre´sente´ par la figure 6.6(a) page suivante, nous construisons le
graphe biparti B01 repre´sente´ par la figure 6.6(b) page ci-contre. Un couplage de cardinalite´ maximum
de B01, de taille M01 = 3, est de´peint par les arcs en gras de la figure 6.6(b) page suivante. Le nombre
minimum de chemins sommets-disjoints partitionnant G est e´gal a` 5 (les arcs en gras de la figure 6.6(a)
page ci-contre repre´sentent les chemins suivants : {0, 1, 2, 3}, {4, 7}, {5, 8}, {6, 9} et {11, 13, 12, 10}). La
figure 6.6(c) page suivante montre le re´seau re´sultant N associe´ a` G. Notons que, pour les arcs associe´s
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Fig. 6.6 – La Partie (a) repre´sente le graphe oriente´ G compose´ par deux CFC C0 et C1. Les arcs en gras
repre´sentent une solution compatible maximisant le nombre de chemins sommets-disjoints partitionnant
G (5 chemins). Les sommets en gris repre´sentent les sommets potentiellement finaux de G. La Partie (b)
illustre le graphe bipartie B01 extrait des CFC C0 et C1. La Partie (c) repre´sente le re´seau N associe´ au
graphe G.
aux sommets de´double´s (C ′0, C
′′
0 ), la borne infe´rieure du nombre minimum de chemins couvrant la CFC
C0 est raffine´e a` la valeur 4 graˆce a` la de´tection du sommet dominant 2 (voir section 6.1.2 page 90).
De manie`re similaire, la borne infe´rieure sur le nombre de chemins couvrant la CFC C1 est raffine´e a` la
valeur 4 graˆce au sommet dominant 12. Dans le meˆme ordre d’ide´e, la borne supe´rieure sur le nombre
maximum de chemins disjoints pouvant sortir de la CFC C0, et atteignant la CFC C1 (repre´sente´ par la
capacite´ de l’arc associe´s aux sommets de´double´s (C ′′0 , C
′
1)), est raffine´e a` la valeur M01 = 3.
Ainsi, la valeur d’un flot minimum de N est e´gale a` 5. En effet, supposons que la valeur soit 4 (c.-a`-d.,
fts = 4) alors, 4 unite´s de flot peuvent eˆtre injecte´es sur l’arc (s, C
′
0) car on sait que ℓ0 = 4, et que au
plus 3 unite´s doivent atteindre C ′1 : il y a donc une contradiction avec ℓ1 = 4. Ainsi, il n’existe pas de
flot compatible avec fts = 4.
6.2 Une contrainte de partitionnement par des chemins
Une contrainte de partitionnement par des chemins peut eˆtre de´finie par un graphe oriente´ G = (V,A),
un nombre de chemins NPATH appartenant a` un ensemble fini donne´, et un ensemble T ⊆ V de sommets
potentiellement finaux de G. Sans perte de ge´ne´ralite´s, la description de la contrainte de chemin propose´e
suit la description faite de la contrainte d’arbre tree introduite au chapitre 4 page 47. Ceci nous permet
d’utiliser directement les algorithmes de filtrage de´veloppe´s pour la contrainte tree afin de pre´venir la
cre´ation de circuits et de chemins ne terminant pas sur des sommets potentiellement finaux. En plus,
il est alors possible d’utiliser la restriction sur le degre´ de chaque sommet du graphe propose´e pour la
contrainte extended-tree au chapitre 5 page 65 pour contraindre chaque sommet du graphe a posse´der au
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plus un pre´de´cesseur (en veillant toujours a` ignorer les boucles).
La contrainte de chemin peut eˆtre de´finie sous la forme path(NPATH, NODES), ou` NPATH est une
variable domaine spe´cifiant le nombre de chemins autorise´s dans la partition, et NODES est
la collection de n sommets NODES[1], . . . , NODES[n] repre´sentant le graphe G. Chaque sommet
vi = NODES[i] posse`de les attributs suivants, comple´tant la description de G :
– L est un entier de´fini sur [1, n]. Il peut eˆtre interpre´te´ comme l’identifiant du sommet vi ;
– S est une variable domaine (ou variable successeur) dont le domaine est constitue´ des e´le´-
ments (l’identifiant des sommets du graphe) de [1, n]. Il peut eˆtre interpre´te´ comme l’unique
successeur du sommet vi. De plus, si i ∈ dom(NODES[i].S) alors, nous dirons que vi est un
sommet potentiellement final pour un chemin de la partition.
Fig. 6.7 – Parame`tres de la contrainte path(NPATH, NODES).
Pour chaque i ∈ [1, n], les termes NODES[i].L et NODES[i].S repre´sentent respectivement les attributs L
et S de NODES[i]. De plus, le graphe G associe´ a` la contrainte de chemin peut eˆtre formellement de´fini de
la manie`re suivante :
De´finition 48. Le graphe oriente´ G = (V,A), |V| = n et |A| = m, ainsi que l’ensemble T associe´s a` une
contrainte path(NPATH, NODES) sont de´finis comme suit :
– V = {i | i ∈ [1, n]} ;
– A = {(i, j) | j ∈ dom(NODES[i].S), i 6= j)} ;
– T = {i | i ∈ dom(NODES[i].S)}.
Finalement, pour comple´ter la description de la contrainte, nous introduisons la description formelle
d’une instanciation comple`te et valide des variables. Pour des raisons de lisibilite´, nous allons directement
raisonner sur le graphe G qui mode´lise la contrainte de chemin.
De´finition 49. Une instanciation comple`te des variables associe´es a` une contrainte path(NPATH, NODES)
est valide ssi :
– ∀i ∈ [1, n] : NODES[i].L = i ;
– G est compose´ de NPATH composantes connexes telles que chacune soit un chemin e´le´mentaire ter-
minant sur un sommet potentiellement final de T .
Le reste de cette section est organise´e de la manie`re suivante : la section 6.2.1 fournie deux conditions
ne´cessaires au partitionnement du graphe G associe´ a` la contrainte de chemin, de´rive´es de la condition
ne´cessaire introduite par le the´ore`me 22 page 90. La section 6.2.2 montre comment exploiter cette condi-
tion ne´cessaire dans le but de filtrer la variable NPATH ainsi que les variable successeurs mode´lisant le
graphe G.
6.2.1 Faisabilite´
Base´e sur le the´ore`me 22 page 90 de la section 6.1.2, nous introduisons un algorithme ve´rifiant une
condition ne´cessaire pour la faisabilite´ de la contrainte de chemin vis-a`-vis d’un nombre maximum de
chemins autorise´s max(NPATH) :
– ve´rifier l’existence d’un flot compatible dans le re´seau N associe´ a` G ;
– pour chaque CFC Ci de G, pour chaque sommet dominant d de Ci, ve´rifier qu’il existe au plus un
chemin couvrant le graphe G∆¯d (de´rive´ de la proposition 6 page 91).3 Cela peut eˆtre effectue´ en
ve´rifiant que le graphe re´duit G∆¯d correspond bien a` un chemin e´le´mentaire.
6.2.2 Filtrage
Cette section montre comment filtrer les domaines des variables successeurs NODES[1].S, . . . , NODES[n].S,
ainsi que celui de la variable NPATH a` partir du graphe G associe´ a` la contrainte de chemin. Tout d’abord,
il faut ajuster le minimum de NPATH au flot minimum compatible dans le re´seau N associe´ a` G. Puis,
pour chaque CFC Ci de G, pour chaque sommet dominant d ∈ Ci, supprimer chaque arc (i, j) tel que :
3Rappelons-nous que G
∆¯d
est le graphe re´duit associe´ au sous-graphe de G induit par les sommets de ∆¯⋆
d
.
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Fig. 6.8 – A` partir de la Figure 6.5 page 91 de la Section 6.1.2 page 90, les arcs en pointille´s repre´sentent
les arcs impossibles de G de´tecte´s par l’algorithme introduit en Section 6.2.2 page pre´ce´dente.
– cas (1) : i = d et j ∈ ∆¯⋆d ;
– cas (2) : i ∈ ∆⋆d et j ∈ ∆¯⋆d tels que la CFC , cre´e´e par le retrait de d et contenant j, n’est pas un
sommet source dans le graphe G∆¯d ;
– cas (3) : j = d et i ∈ ∆¯⋆d tels que la CFC , cre´e´e par le retrait de d et contenant i, n’est pas un
sommet puit dans le graphe G∆¯d ;
– cas (4) : i ∈ ∆⋆d, j = d et, ∆¯⋆d 6= ∅.
Exemple 14. La figure 6.8 illustre les arcs impossibles de´tecte´s par l’algorithme pre´ce´dent. Les arcs (d, 1)
et (d, 2) sont de´tecte´s par le cas (1), l’arc (8, 6) l’est par le cas (2), l’arc (2, d) par le cas (3) et, les arcs
(9, d) et (11, d) sont finalement de´tecte´s par le cas (4).
Il faut observer que l’on aurait aussi pu supprimer tout arc (i, j) de G, tel que i et j appartiennent a`
des CFC distinctes Ci et Cj , si l’arc de N associe´ aux sommets de´double´s, correspondant a` l’arc (i, j), ne
peut porter aucun flot (dans tout flot compatible de N ). Ce filtrage n’a pas e´te´ inclus dans l’algorithme
pre´ce´dent puisqu’a` l’heure actuelle, nous ne connaissons pas de me´thode « efficace » captant le fait qu’un
arc d’un re´seau ne peut porter aucun flot dans tout flot compatible de ce re´seau.
6.3 Synthe`se
Les algorithmes de filtrage propose´s dans les contraintes de chemins pre´ce´dentes e´taient uniquement
base´s sur la pre´vention de circuits, ainsi que sur des contraintes maintenant le degre´ de chaque sommet
(chaque sommet ayant au plus un pre´de´cesseur/successeur). Cette partie conside`re le proble`me de par-
titionnement par des chemins pour lequel le nombre de chemins n’est pas fixe´ mais limite´ a` une valeur
donne´e. Dans ce contexte, nous proposons un mode`le de flot combinant la structure du graphe re´duit
associe´ a` G, la structure de chaque composante fortement connexe de G vis-a`-vis de la relation de domi-
nance entre les sommets, et la manie`re dont les sommets entre paires de composantes fortement connexes
sont connecte´s.
Cependant, plusieurs questions restent ouvertes. Premie`rement, dans notre approche, chaque sommet
dominant est conside´re´ de manie`re inde´pendante des autres, et on peut supposer qu’il existe une inter-
action entre les sommets dominants, de laquelle il serait peut eˆtre possible de de´duire une ame´lioration
des bornes sur chaque arc associe´ aux sommets de´double´s du re´seau, ainsi qu’un filtrage plus pre´cis.
Deuxie`mement, dans la section 6.2.2 page pre´ce´dente, nous avons sugge´re´ une filtrage lie´ a` la de´tection
des arcs qui n’appartiennent a` aucun flot compatible du re´seau N . A` notre connaissance, ce proble`me,
bien que polynomial, ne connait pas de re´ponse efficace (autre qu’un algorithme base´ sur un test pour
chaque arc du re´seau).
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Les contraintes globales les plus puissantes sont ge´ne´ralement rattache´es a` un re´solveur particulier :cycle, diffn, cumulative avec le re´solveur CHIP [BC94], tree [BFL05] avec le re´solveur Choco, standard
deviation [SDDR07] avec Ilog Solver. Cette tendance tient probablement au fait que, d’un point de vue
imple´mentation, les contraintes globales sont fortement lie´es aux services du noyau associe´ au re´solveur
pour lequel elles sont de´veloppe´es. En effet, les contraintes globales mettent tre`s souvent en jeu, a` la fois des
structures de donne´es internes, mais aussi des structures de donne´es fournies par le re´solveur. Ces dernie`res
sont le plus souvent des structures dites restaurables (« backtrackables ») offertes par les re´solveurs en vue
de faciliter l’imple´mentation des contraintes. Cependant, tous les re´solveurs ne fournissent pas les meˆmes
structures restaurables, ce qui conduit finalement l’imple´mentation des contraintes globales a` de´pendre
fortement des structures de donne´es propose´es par le re´solveur utilise´. Ce phe´nome`ne entraˆıne aussi des
diffe´rences de performance notables lorsqu’une meˆme contrainte est de´ploye´e sur plusieurs re´solveurs.
C’est en particulier le cas pour la contrainte alldifferent (une des rares contrainte existante dans la
plupart des re´solveurs).
L’imple´mentation re´elle des contraintes globales e´tant bien souvent passe´e sous silence, dans ce cha-
pitre, nous proposons de discuter dans ce chapitre de l’imple´mentation des contraintes tree et extended-tree
(de´taille´es aux chapitres 4 page 47 et 5 page 65). Au travers, tout d’abord, de l’imple´mentation originale
de la contrainte tree puis de la prise en compte des contraintes additionnelles introduites au travers de la
contrainte extended-tree. Nous montrons en quoi une imple´mentation « directe » de telles contraintes rend
leur utilisation sur des proble`mes de grande taille, en particulier, a` cause d’une extreˆme sensibilite´ des
algorithmes utilise´s a` la densite´ des graphes. Ensuite, nous introduisons une nouvelle imple´mentation de
la contrainte tree. Cette imple´mentation est base´e sur une approche dynamique de la gestion des graphes
permettant a` la fois de diminuer la sensibilite´ des algorithmes a` la densite´ mais aussi, de de´coupler la
contrainte tree du re´solveur de contrainte l’utilisant. Nous expe´rimentons cette nouvelle approche au tra-
vers des re´solveurs Choco (http://choco.sf.net/) et Gecode (http://gecode.org/) qui utilise tous
deux des syste`mes de gestion de la me´moire comple`tement diffe´rents (c.-a`-d., le trail [AB90] dans le cas
de Choco et la copie [Sch99] dans le cas de Gecode).
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7.1 Imple´mentation Originale
Dans cette section nous nous attachons a` montrer comment la contrainte tree est imple´mente´e au sein du
re´solveur Choco, puis comment nous prenons en compte les contraintes additionnelles introduites dans le
cadre de la contrainte extended-tree. Finalement, nous concluons cette section sur une se´rie d’expe´rimen-
tations montrant les limites de la premie`re approche pour les instances de taille moyenne.
7.1.1 La contrainte tree
On rele`ve souvent deux situations lorsque l’on doit imple´menter une contrainte globale : dans un premier
cas, le re´solveur de contraintes est connu et par la meˆme les me´canismes de gestion de la me´moire
sont impose´s ; dans le second cas, on peut choisir un re´solveur adapte´ aux exigences de la contrainte a`
imple´menter c.-a`-d., choisir un re´solveur proposant les structures de donne´es les plus prometteuses pour
la mise en œuvre de la contrainte. Dans le cas de la contrainte tree, nous nous sommes concentre´s sur le
re´solveur Choco. En effet, il permet une gestion relativement fine des e´ve`nements1 se produisant sur les
variables durant le me´canisme de propagation-recherche. De plus, chaque variable associe´e a` un proble`me
(lors de la de´claration de ce dernier) connaˆıt les contraintes la mettant en jeu, et syme´triquement, chaque
contrainte connait le sous-ensemble de variables sur lequel elle s’applique. Ainsi, pour une contrainte
donne´e, diffe´rents traitements peuvent eˆtre effectue´s pour chaque type d’e´ve`nements se produisant sur
les variables misent en jeu dans la contrainte. Ceci conduit a` pouvoir atteindre facilement un point fixe
pour les algorithmes de filtrages car, chaque contrainte peut spe´cifier si elle souhaite eˆtre re´veille´e par
un e´ve`nement qu’elle a produit, ou exclusivement par des e´ve`nements exte´rieurs. Le principal be´ne´fice
d’une telle fonctionnalite´ est que pour une contrainte n-aire donne´e, l’algorithme de filtrage peut eˆtre
de´coupe´ selon chaque type d’e´ve`nement se produisant sur les domaines des variables mises en jeu dans la
contrainte.
La figure 7.1 de´crit la contrainte tree telle qu’elle est imple´mente´e dans le re´solveur Choco. Le de´tail
de chaque algorithme de propagation a e´te´ introduit au chapitre 4 page 47.
Pose de la contrainte tree :
– Calculer les bornes MINTREE et MAXTREE.
– S’il existe au moins une solution satisfaisant la contrainte alors, effectuer la propagation relative
a` la contrainte :
1. Mettre a` jour NTREE par rapport a` MINTREE et MAXTREE.
2. Propager par rapport au sommets dominants les racines de G.
3. Propager par rapport a` min(NTREE) et max(NTREE).
Pour chaque e´ve`nement se produisant sur le domaine d’une variable mise en jeu dans la contrainte
faire :
– Si cet e´ve`nement se produit sur la variable NTREE alors :
1. Propager par rapport a` min(NTREE) et max(NTREE).
– Si cet e´ve`nement se produit sur une variable mode´lisant un sommet de G alors :
1. Mettre a` jour NTREE par rapport a` MINTREE et MAXTREE.
2. Propager par rapport aux e´ventuels nouveaux sommets dominants de´couvert dans G.
Fig. 7.1 – Squelette de l’algorithme de filtrage imple´mentant la contrainte tree dans le re´solveur Choco.
Le re´solveur de contraintes Choco est base´ sur un syste`me de me´morisation automatique des modi-
fications (dit « trailing » [AB90])2 comme l’instanciation d’une variable, le retrait de valeurs dans les
domaines, mais aussi, les effets de tels e´ve`nements sur les structures de donne´es restaurables propres a` la
contrainte. Dans notre cas, ces effets consistent exclusivement en la modification de la structure de donne´e
1Le re´solveur Choco distingue trois types principaux d’e´ve`nements : l’instanciation d’une variable, le retrait d’une valeur
dans le domaine d’une variable, et la mise a` jour de la borne infe´rieure (resp. borne supe´rieure) du domaine d’une variable.
2Une approche base´e sur le « trailing » me´morise pour chaque e´ve`nement modifiant une structure de donne´es, l’infor-
mation ne´cessaire pour de´faire cette modification.
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repre´sentant le graphe G et ses proprie´te´s (composantes fortement connexes, sommets dominants). Par
exemple, si un arc (i, j) est supprime´ de G (c.-a`-d., j /∈ D(VER[i].S)) alors, ce retrait peut entraˆıner :
1. La diminution du nombre de racines potentielles, si i = j. Ceci conduit a` une mise a` jour de
MAXTREE ;
2. L’augmentation du nombre de composantes puits. Ceci entraine une mise a` jour de MINTREE ;
3. La cre´ation de nouveaux sommets dominants des racines potentielles dans G.
Ainsi, pour pouvoir me´moriser les informations ne´cessaires a` la restauration des structures de donne´es
mise en jeu dans la contrainte, le re´solveur Choco propose diffe´rentes structures de donne´es restaurables
utilisant des types de donne´es me´morisables sur les entiers, les boole´ens et les BitSets. La contrainte
tree utilise ces structures de donne´es pour dynamiquement me´moriser et restaurer les proprie´te´s de graphes
utiles comme les composantes fortement connexes et les sommets dominants du graphe G. Plus pre´cise´-
ment, la contrainte tree s’appuie sur une repre´sentation du graphe G base´e sur un tableau de BitSet
de taille n (ou` n de´signe le nombre de sommets du graphe). D’autre part, la liste des sommets domi-
nants ainsi que la liste des composantes fortement connexes est elle aussi me´morise´e a` l’aide de BitSet.
Ainsi, lors de chaque modification des domaines des variables misent en jeu dans la contrainte tree, on
est capable de retrouver quelle modification est survenue sur le graphe G, ses sommets dominants, ou ses
composantes fortement connexes.
7.1.2 La contrainte extended-tree
Nous nous inte´ressons dans cette section a` l’imple´mentation de la contrainte extended-tree introduite au
chapitre 5 page 65. Chacune des restrictions que la contrainte extended-tree met en jeu peut eˆtre mode´lise´e
a` l’aide d’un graphe additionnel : Gprec pour les contraintes de pre´ce´dence, Gcond pour les contraintes de
pre´ce´dence conditionnelle, Ginc pour les contraintes d’incomparabilite´s, et Gf pour le graphe de flot associe´
aux contraintes sur le degre´ de chaque sommet du graphe. Ainsi, nous utilisons toujours la repre´sentation
sous la forme de tableaux de BitSet introduite pour la contrainte tree.
Nous de´taillons maintenant le sche´ma ge´ne´ral de l’algorithme de filtrage de la contrainte extended-tree
lors de son re´veil initial. E´tant donne´ que la propagation de cette contrainte rele`ve d’un proble`me difficile,
les algorithmes que nous avons propose´s au chapitre 5 page 65 ne sont pas complets. Ainsi, nous proposons
lors du re´veil de la contrainte de saturer les algorithmes de filtrage propose´s pour chaque restriction, dans
le but de de´tecter au plus toˆt un maximum de valeurs inconsistantes dans les domaines des variables.
Lors du re´veil de la contrainte extended-tree :
– Calculer les bornes MINTREE et MAXTREEprec .
– Calculer les bornes MINPROP et MAXPROP.
– Mettre a` jour le graphe de pre´ce´dence Gprec par rapport aux graphes G et Ginc .
– Synchroniser Gprec et Gcond par rapport au graphe G. Cette synchronisation consiste a` mettre a`
jour Gprec vis a` vis des arcs de Gmaybe devenus des arcs de Gsure , et a` ajouter dans Gprec les arcs
de Gcond qui sont devenus des contraintes de pre´ce´dence.
– Mettre a` jour le graphe de flot Gf associe´ aux contraintes sur le degre´ de chaque sommet de G.
– S’il existe au moins une solution satisfaisant la contrainte extended-tree alors :
1. Appliquer l’algorithme de propagation relatif a` la contrainte tree.
2. Appliquer l’algorithme de propagation relatif a` la contrainte proper-tree.
3. Propager par rapport aux contraintes de pre´ce´dences.
4. Propager par rapport aux contraintes d’incomparabilite´s.
5. Propager par rapport aux contraintes sur le degre´ de chaque sommet de G.
– Tant qu’une modification est survenue sur l’un des graphes G, Gprec , Ginc , Gf alors commencer un
nouveau re´veil.
Fig. 7.2 – Sche´ma ge´ne´ral de l’algorithme de filtrage lors du re´veil initial de la contrainte extended-tree.
La motivation principale de la mise en place d’une boucle de saturation effectuant elle-meˆme le re´veil
de la contrainte, repose sur le fait que toute modification intervenant sur l’un des graphes G, Gprec , Gcond ,
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Ginc , Gf peut potentiellement entraˆıner la de´tection de nouveaux arcs impossibles dans le graphe G, ou
de valeurs impossibles dans les domaines de NTREE et NPROP. De manie`re re´ciproque, tout retrait d’arc de
G ou toute mise a` jour des bornes de NTREE et NPROP peut entraˆıner la modification des graphes Gprec ,
Gcond , Ginc et Gf . Il s’agit donc bien d’une boucle de saturation permettant d’atteindre un point fixe ou`
les structures G, Gprec , Gcond , Ginc , Gf sont dans un e´tat stable vis-a`-vis des algorithmes de filtrages.
7.1.3 Les limites de l’approche : illustration avec la contrainte tree
En nous replac¸ant maintenant dans le contexte de la contrainte tree, nous montrons quelles sont les
limites d’un telle imple´mentation. En particulier, nous allons mettre en lumie`re l’extreˆme sensibilite´ des
algorithmes « classiques » face a` la densite´ du graphe G associe´ a` la contrainte. Le tableau 7.1 illustre
cette sensibilite´. Les expe´rimentations ont e´te´ effectue´es avec la version 1.2.04 du re´solveur Choco sur une
machine Intel Xeon avec 2.4GHz de CPU et 1Go RAM dont, 128Mo alloue´ a` la machine virtuelle Java.
Pour chaque taille de graphe dans {25, 50, 75, 100, 150, 200}, et les densite´s tire´es dans l’intervalle [0.05; 1]
avec un pas de 0.05, nous avons ge´ne´re´ et re´solu 30 instances (soit 3600 graphes au total).
Ordre du graphe Densite´ Temps moyen (ms)
25
≤ 0.5 55
> 0.5 90
50
≤ 0.5 610
> 0.5 1532
75
≤ 0.5 3856
> 0.5 8896
100
≤ 0.5 13040
> 0.5 32568
150
≤ 0.5 69220
> 0.5 219174
200
≤ 0.5 204497
> 0.5 > 300000
Tab. 7.1 – E´valuation de l’imple´mentation de la contrainte tree originale sur des graphes ale´atoires.
Dans la suite de ce chapitre, nous pre´sentons une nouvelle technique d’imple´mentation permettant
de s’abstraire partiellement de cette de´pendance vis-a`-vis de la densite´ du graphe conside´re´. Pour cela,
nous allons essayer de prendre en compte au mieux le caracte`re « local » des modifications engendre´es
par les e´ve`nements survenant sur les domaines des variables mises en jeu dans la contrainte tree. En
effet, il est facile de constater que chaque modification sur les domaines des variables repre´sentant des
sommets du graphe G associe´ a` la contrainte, ne modifie que le voisinage du sommet concerne´ dans le
graphe G. Ceci pose donc la question suivante : est-il toujours ne´cessaire de recalculer des proprie´te´s telles
que les composantes fortement connexes de G de manie`re globale apre`s chaque e´ve`nement survenant sur
le graphe ? La re´ponse a` cette question ne re´sume-t-elle pas a` l’e´tude (ou tout simplement l’utilisation)
d’algorithmes de graphes dynamiques maintenant ces proprie´te´s ?
7.2 Vers une imple´mentation « portable »
L’intuition de cette nouvelle imple´mentation est essentiellement base´e sur l’utilisation d’algorithmes spe´-
cifiques permettant d’e´viter de recalculer sur le graphe G des proprie´te´s qui pourraient eˆtre maintenues
de manie`re incre´mentale. Pour cela, l’e´tat de l’art sur les algorithmes de graphes proposes de nombreux
algorithmes dit totalement dynamiques [EGI97] maintenant diffe´rentes proprie´te´s de graphes utiles pour
la contraintes tree. Le caracte`re totalement dynamiques de ces algorithmes autorise le maintient des pro-
prie´te´s tant apre`s l’ajout que le retrait d’arcs dans le graphe G associe´ a` la contrainte. Cette bonne
caracte´ristique conduit a` poser deux questions :
7.2. Vers une imple´mentation « portable » 103
RésolveurIn
t
e
rf
a
c
e
Contrainte
V = {v1, . . . , vn}
D = Dv1 × . . .×Dvn
E = {I,R,U}
vue de V
interprétation des
vue de D
événements E
Fig. 7.3 – Une contrainte adaptable de´finie par rapport a` trois types de donne´es : une vue des variables V
qui de´finissent le proble`me, une vue des domaines de chaque variable D et, une interpre´tation des e´ve`ne-
ments qui se produisent sur les domaines des variables. Ces e´ve`nements peuvent eˆtre des instanciations de
variables (I), des retraits de valeurs dans les domaines (R) et, des mises a` jour (U) de bornes infe´rieures
ou supe´rieures des domaines.
représentation
propriétés de graphe
scc’s, dominants
Module graphe
Module
Contrainte globale treeModule interface
Interprêteur
d’événements
Lien
Vue de V
Vue de D
M
od
ul
e
ré
s
ol
v
e
u
r évts extérieurs
évts
résultats
contrainte du graphe G
Fig. 7.4 – Sche´ma ge´ne´ral d’imple´mentation de la contrainte tree adaptable.
– Est-il re´ellement ne´cessaire d’utiliser des structure de donne´es restaurables s’il existe des algorithmes
autorisant un maintient totalement dynamique ? En effet, il existe dans la the´orie des graphes de
nombreux algorithmes permettant de maintenir (sans recalcul global) des proprie´te´s (comme les
composantes fortement connexes, la fermeture et la re´duction transitive, etc) lors de l’ajout ou le
retrait d’arcs dans le graphe conside´re´.
– Si finalement les structures de donne´es restaurables ne sont pas utilise´es (c.-a`-d., qu’il n’est pas
ne´cessaire de me´moriser les variations des structures de la contrainte), quel lien exact reste-t-il
entre la contrainte et le re´solveur ? Vraisemblablement ce lien est extreˆmement te´nu, ce qui conduit
a` se dire que dans le cas de la contrainte tree, on doit eˆtre capable de fournir une imple´mentation
inde´pendante du re´solveur utilise´.
Ceci ouvre alors de nouvelles perspectives : d’une part, la contrainte doit eˆtre portable sur n’importe
quel re´solveur de PPC, et d’autre part, elle doit aussi pouvoir eˆtre utilise´ sur des re´solveurs de proble`mes
autres que des re´solveurs PPC comme peuvent l’eˆtre COMET, un environnement de de´veloppement pour
la recherche locale [HM07], ou PaLM, une extension du re´solveur Choco base´e sur les explications [JB00].
Ainsi, nous allons maintenant montrer que l’imple´mentation de la contrainte tree au travers d’une gestion
dynamique des structures de donne´es transforme cette dernie`re en « plugin » pour diffe´rents re´solveur
(voir figure 7.3).
7.2.1 Mise en œuvre
D’un coˆte´, il est possible de re´sumer les limites de la complexite´ the´orique de la contrainte tree au calcul
re´pe´titif de certaines proprie´te´s de graphes (composantes fortement connexes (CFC ), fermeture transitive,
sommet dominants) sur le graphe G entre deux e´tapes de recherche effectue´es par le re´solveur. D’un autre
coˆte´, les techniques de recherches sont uniquement base´es sur la se´lection et le retrait de valeurs dans
les domaines des variables, ou sur la restauration de valeurs dans les domaines. Dans le contexte de la
contraintes tree, ces techniques sont donc amene´es a` modifier uniquement la variable NTREE ainsi que
l’ensemble des arcs contenus dans le graphe G.
Une nouvelle approche imple´mentant la contrainte d’arbre peut naturellement eˆtre de´compose´e de la
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manie`re suivante (voir figure 7.4 page pre´ce´dente) :
1. Le module graphe est base´ sur une structure de donne´es totalement dynamique mode´lisant la
graphe G et ses proprie´te´s associe´es (c.-a`-d., les composantes fortement connexes, les sommets
dominants et la fermeture transitive). Ce module contient les primitives mettant a` jour les structures
de donne´es par rapport aux retraits (lors du filtrage) et aux ajouts d’arcs (lors de la restauration).
Ces primitives calculent naturellement chaque proprie´te´s sur le sous-graphe ne´cessaire induit par le
graphe original G.
2. Le module contrainte propose les algorithmes de filtrage (base´s exclusivement sur les proprie´te´s
maintenues par le module graphe) de´tectant et supprimant les arcs de G inconsistants avec la
contrainte tree.
3. Le module interface maintient une relation bijective entre les e´ve`nements survenant sur les do-
maines des variables (c.-a`-d., retraits/ajouts de valeurs dans les domaines) et les e´ve`nements sur-
venant sur le graphe G (c.-a`-d., retraits/ajouts d’arcs).
En pratique, dans l’imple´mentation courante de la contrainte tree adaptable, lors de chaque e´ve´nement
survenant sur un domaine d’une variable : premie`rement, cet e´ve´nement est interpre´te´ par le module
interface ; ensuite, le module graphe met a` jour ses structures de donne´es ; ensuite, les algorithmes de
filtrages de la contrainte sont applique´s ; finalement, les e´ve`nements re´sultants fournis par la contrainte
sont interpre´te´s en terme de mises a` jour des domaines des variables.
Nous de´taillons maintenant les fonctionnalite´s du module interface. On distingue quatre e´ve`nements
concernant le domaine des variables d’une contrainte : les retraits de valeurs dans les domaines, l’ins-
tanciation de variables, la mise a` jour des bornes infe´rieures et des bornes supe´rieures. Cependant, les
e´ve`nements lie´s a` l’instanciation et a` la mise a` jour de bornes peuvent eˆtre naturellement ramene´s a`
un ensemble d’e´ve`nements de type retrait. Ainsi, pour chaque type d’e´ve`nements rec¸us par le module
interface depuis le re´solveur, une transformation de l’e´ve´nement rec¸u en un ensemble de retraits d’arcs
est effectue´e par le module graphe. Cependant, tous les retraits ne sont pas traite´s de la meˆme manie`re
par l’interface. En effet, l’e´ve´nement a` l’origine d’un ensemble de retraits n’est pas totalement ignore´ par
le module graphe, dans le but de pouvoir ame´liorer l’efficacite´ du traitement. Par exemple, un ensemble
de retraits lie´s a` un e´ve´nement d’instanciation sur une variable conduit a` une modification du voisinage
du sommet correspondant dans le graphe G. Cette information peut eˆtre prise en compte dans le but
d’effectuer ces modifications de manie`re plus efficace.
En d’autre termes, cette nouvelle approche pour imple´menter une contrainte globale conduit a` une
re´-organisation du code de la contrainte. Chaque partie est clairement isole´e et identifie´e : la gestion de la
structure de donne´es avec la modification des domaines (e´ve`nements), les algorithmes lie´s a` la propagation
(le cœur de la contrainte), et le maintient des proprie´te´s de graphe ne´cessaires pour la propagation (le
module graphe). Cette isolation des diffe´rentes parties composant une contrainte globale est un point
relativement important dans la conception de contraintes globales avance´es.
7.2.2 Expe´rimentations
Nous nous inte´ressons maintenant a` une se´rie d’expe´rimentations e´valuant la contrainte tree adaptable.
Dans un premier temps, nous comparons les re´sultats obtenus avec l’imple´mentation originale ad-hoc de
la contrainte. Ensuite, nous e´valuons les performances de la contrainte ad-hoc sur deux re´solveurs de
contraintes : Gecode et Choco. Comme pre´ce´demment, Les expe´rimentations ont e´te´ effectue´es avec la
version 1.2.04 du re´solveur Choco et la version 1.3.1 du re´solveur Gecode sur une machine Intel Xeon
avec 2.4GHz de CPU et 1Go RAM dont, 128Mo alloue´ a` la machine virtuelle Java.
Imple´mentation ad-hoc versus imple´mentation adaptable
L’objectif de ces expe´rimentations est de montrer que la contrainte tree adaptable surclasse largement
la version ad-hoc initialement de´veloppe´e. De plus, l’approche purement dynamique propose´e par cette
nouvelle imple´mentation est, en moyenne, beaucoup moins sensible a` la variation de la densite´ du graphe.
Ce comportement constitue une tre`s nette ame´lioration pratique par rapport a` l’imple´mentation ad-hoc
orignale [BFL06].
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Ordre du graphe Densite´
Temps moyen (ms)
Ad-hoc Adaptable
25
≤ 0.5 55 45
> 0.5 90 38
50
≤ 0.5 610 310
> 0.5 1532 307
75
≤ 0.5 3856 1174
> 0.5 8896 1064
100
≤ 0.5 13040 3156
> 0.5 32568 2682
150
≤ 0.5 69220 11543
> 0.5 219174 9645
200
≤ 0.5 204497 33763
> 0.5 > 300000 26315
Tab. 7.2 – E´valuation de la contrainte tree adaptable par rapport son imple´mentation ad-hoc.
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Fig. 7.5 – Re´sultats de´taille´s pour un graphe oriente´ d’ordre 100, la courbe en pointille´ repre´sente les
re´sultats de l’imple´mentation ad-hoc de la contrainte tree tandis que la courbe en traits pleins donne les
re´sultats de l’imple´mentation adaptable.
Cet ensemble d’expe´rimentations de´montre deux apports essentiels de la version adaptable de la
contrainte tree. Comme pre´ce´demment, pour chaque taille de graphe dans {25, 50, 75, 100, 150, 200}, et
les densite´s tire´es dans l’intervalle [0.05; 1] avec un pas de 0.05, nous avons ge´ne´re´ et re´solu 30 instances
(soit 3600 graphes e´tudie´s). Notons que la dure´e d’exe´cution maximum est limite´e a` 300000ms, et qu’une
heuristique de choix de variable et de valeur ale´atoire est utilise´e.
Premie`rement, la table 7.2 met en avant une ame´lioration globale de l’imple´mentation ad-hoc de la
contrainte tree. En effet, la version adaptable est 3.8 fois plus rapide dans le cas de graphes avec une
densite´ infe´rieure ou e´gale a` 0.5, et 10 fois plus rapide dans le cas des graphes avec une densite´ supe´rieure
a` 0.5. Deuxie`mement, les figures 7.5 et 7.6 page suivante fournissent les comportements respectifs des
contraintes ad-hoc et adaptables pour un graphe donne´ d’ordre 100. La figure 7.6 page suivante met en
avant le ratio entre des temps d’exe´cution de la contrainte adaptable et de la version ad-hoc. Dans les
deux cas, la version adaptable s’ave`re plus performante que la version ad-hoc dans le cas de graphes
denses.
Nous pouvons maintenant de´tailler les raisons expliquant l’e´cart de performances entre les deux im-
ple´mentations. Premie`rement, nous allons nous inte´resser a` l’imple´mentation de la condition de faisabilite´
introduite au the´ore`me 6 page 50. Deuxie`mement, nous montrerons comment le filtrage a pu eˆtre ame´liore´
en pratique.
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Lors de chaque re´veil de la contrainte, la version ad-hoc de la contrainte tree recalcule les composantes
fortement connexes (CFC ) associe´es au graphe G par une proce´dure de recherche en profondeur d’abord
introduite par Tarjan [Tar72], ayant une complexite´ en O(n+m). Cependant, recalculer les CFC lors de
chaque re´veil est inutile. En effet, durant les e´tapes de propagation/recherche, les retraits ou les ajouts
d’arcs dans G induisent uniquement des modifications locales de G. Alors, le couˆt de recalcul des scc peut
eˆtre significativement re´duit en s’inte´ressant uniquement au sous-graphe ne´cessaire induit par les CFC
pre´ce´demment calcule´es. En pratique, durant la recherche, la taille des CFC ne cesse de diminuer (alors
que leur nombre augmente) jusqu’a` eˆtre re´duites a` un unique sommet. Ainsi, le maintien dynamique des
CFC est la premie`re raison des ame´liorations fournies par la contrainte tree.
Dans l’algorithme de filtrage original, la contrainte de´tecte les sommets dominant [LT79] l’ensemble
des racines potentielles du graphe G. Pour chaque sommet dominant, l’algorithme de filtrage de´tecte
et supprime les arcs sortants qui ne peuvent pas atteindre au moins une racine potentielle. Ainsi, pour
chaque sommet dominant, il faut calculer un arbre de recherche en profondeur d’abord pour de´tecter si
une racine potentielle peut eˆtre atteinte ou pas. Globalement, ceci est effectue´ en O(nm). Dans le cas de
la contrainte adaptable une nouvelle approche est propose´e. Nous associons au graphe G, sa fermeture
transitive. Le calcul de cette fermeture transitive de G n’est effectue´ explicitement que durant l’e´tape de
propagation initiale en O(nm). Ensuite, un maintien dynamique de la fermeture transitive est effectue´
par une mise a` jour incre´mentale calcule´e sur un sous-graphe de G induit par les e´ve`nements ayant
modifie´ G. En pratique, ce maintient dynamique est efficace. Finalement, la connaissance de la fermeture
transitive de G fournit les conditions d’accessibilite´s ne´cessaires pour effectuer le filtrage des arcs sortants
des sommets dominant directement lorsque ces sommets sont identifie´s par l’algorithme.
E´valuation de la portabilite´
L’objectif de cette expe´rimentation est d’illustrer la portabilite´ de la nouvelle imple´mentation de la
contrainte tree. Le choix des re´solveurs de contraintes Gecode et Choco montre une le´ge`re de´gradation
dans le cas du re´solveur Gecode. Nous montrerons que cette de´gradation est lie´e au module interface
ge´rant le lien entre la contrainte tree et le re´solveur.
Gecode est un re´solveur centre´ sur la propagation c.-a`-d., que les contraintes ne connaissent pas
les causes de leur re´veil. En d’autres termes, ce re´solveur ne peut pas dynamiquement enregistrer les
e´ve`nements survenant sur les variables durant la recherche. Ainsi, c’est le module interface qui calcule
ces e´ve`nements dans le but de les traduire en termes de retraits/ajouts d’arcs dans le module graphe.
Le module interface est un observateur surveillant les modifications survenant sur les domaines des
variables misent en jeu. Lors de la pose de la contrainte, l’observateur me´morise une copie des domaines
de chaque variable. Ensuite, lors de chaque re´veil de la contrainte, l’observateur compare l’e´tat courant
des domaines de chaque variables a` leur copie. Si un domaine a e´te´ modifie´ depuis le dernier re´veil,
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Taille du graphe
Temps d’exe´cution Choco (ms) Temps d’e´xe´cution Gecode (ms)
Module Module Module Module Module Module
interface contrainte graphe interface contrainte graphe
25 5 10 27 6 10 27
50 5 57 229 24 56 228
75 11 190 863 58 186 879
100 18 440 2287 120 439 2310
150 50 1466 9524 368 1329 9596
200 82 3214 27551 812 3009 27097
Tab. 7.3 – Comparaison des temps d’exe´cution de la contrainte tree adaptable sur deux re´solveurs distincts
(Choco et Gecode). Pour chaque re´solveur, le temps d’exe´cution de chaque partie est de´taille´.
l’observateur met a` jour la copie des domaines et envoie les modifications d’arcs au module graphe. Ainsi,
dans le pire cas il y a O(|V| × |D(v)|) comparaisons de valeurs. En pratique, ce traitement peut eˆtre
effectue´ en utilisant des structures de donne´es classiques comme les Java BitSet.
Ce calcul conduit a` un surcouˆt du module interface lorsque la contrainte est utilise´e avec le re´solveur
Gecode. Notons que ce n’est pas le cas avec le re´solveur Choco car il s’agit d’un re´solveur de contraintes
centre´ sur les variables. Ainsi, le module interface connaˆıt quel type de modifications est survenu sur les
domaines des variables sans avoir a` les parcourir. Par conse´quent, lorsque le module interface est re´veille´,
il transforme uniquement les e´ve`nements survenant sur les variables en e´ve`nements sur le graphe et les
envoie au module graphe.
Pour chaque taille de graphe dans {25, 50, 75, 100, 150, 200}, et les densite´s tire´es dans {0.05, 0.2,
0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 0.95}, nous avons ge´ne´re´ et re´solu 50 instances (soit 2100 graphes en tout). Le tableau 7.3
re´sume les temps de calcul de chaque partie composant la contrainte tree adaptable (Figure 7.4 page 103),
a` la fois pour les re´solveurs de contraintes Choco et Gecode. Notons que pour chaque re´solveur une
heuristique ale´atoire de choix de variables/valeurs est utilise´e.
La colonne « Module interface » du tableau 7.3 illustre parfaitement le surcouˆt dut a` l’interface dans
le cas du re´solveur Gecode. De plus, nous pouvons noter que les temps d’exe´cution relatifs a` la contrainte
elle-meˆme sont e´quivalents dans les deux re´solveurs : les colonnes « Module contrainte » et « Module
graphe » illustrent parfaitement ce re´sultat.
7.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous venons de de´battre de l’inte´reˆt de se´parer l’imple´mentation des contraintes globales
lie´es au partitionnement d’un quelconque re´solveur. Nous avons illustre´, par le biais de la contrainte tree,
que cette se´paration permettait non seulement de rendre la contrainte portable sur plusieurs re´solveurs
mais aussi, de gagner en performances pures par la mise en place d’algorithmes de graphes totalement
dynamiques.
Il faut noter que l’inde´pendance de la contrainte tree est directement lie´e au fait que les proprie´te´s de
graphe qu’elle met en jeu peuvent eˆtre maintenues de manie`re totalement dynamique. Un effet de bord
relativement inte´ressant pour la communaute´ re´side dans le fait que la conception de contraintes globales
« portables » permet une large diffusion de ces dernie`res sur diffe´rents re´solveurs. En effet, la plupart
du temps les contraintes globales « avance´es » sont rattache´es a` un unique re´solveur et ne sont que tre`s
rarement de´ploye´es sur d’autres.
Toutefois, comme nous l’avons montre´ dans ce chapitre, la contrainte tree ne´cessite le maintien de
diffe´rentes proprie´te´s de graphe. Pour chacune de ces proprie´te´s, il existe dans l’e´tat de l’art un ou plusieurs
algorithmes incre´mentaux de´taillant une imple´mentation efficace. Cependant, chacun de ces algorithmes
ne´cessitent des structures de donne´es spe´cifiques. Un challenge inte´ressant (qui peut aussi constituer une
limite) consiste donc a` de´ployer une structure de donne´es unique pour la contrainte, maintenant l’ensemble
des proprie´te´s en e´vitant de de´grader les meilleures complexite´s the´oriques connues pour chacune d’entre
elles. Pour cette premie`re approche, ce compromis peut encore eˆtre ame´liore´.
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Nous nous inte´ressons dans ce chapitre a` une se´rie d’expe´rimentations de la contrainte extended-tree surtrois proble`mes pratiques. Tout d’abord, la section 8.1 e´tudie le proble`me de phyloge´nie de super-
arbre au travers d’un certain nombre d’instances issues de proble`me re´els, et compare les re´sultats obtenus
par la contrainte extended-tree vis-a`-vis d’une approche de´die´e a` cette application. Ensuite, la section 8.2
page 113 pre´sente les re´sultats de la contrainte extended-tree sur un proble`me de cheminement qui consiste
en la construction d’un chemin induit par un ordre partiel entre un sous-ensemble des sommets du graphe
initial. Nous comparons, la` encore, les re´sultats de la contrainte extended-tree avec une approche spe´cifique
a` ce proble`me. Finalement, la section 8.3 page 114 fournit les re´sultats de la contrainte extended-tree pour
un ensemble d’instances ale´atoires du proble`me de chemin Hamiltonien.
Toutes les expe´rimentations pre´sente´es dans cette section ont e´te´ effectue´es avec la version 1.2.04 du
re´solveur Choco sur une machine Intel Pentium 4 avec 3GHz de CPU et 1Go de RAM (512Mo ont e´te´
alloue´s a` la machine virtuelle Java).
8.1 Reconstruction de super-arbres en phyloge´nie
Un des objectifs de la phyloge´nie est de reconstruire la ge´ne´alogie des espe`ces vivantes. Cette ge´ne´alogie
est ide´alement repre´sente´e par un arbre appele´ « arbre de la vie ». Il est constitue´ de feuilles repre´sentant
les espe`ces contemporaines et de sommets internes repre´sentant des espe`ces e´teintes dont on ne connait
pas force´ment le nom. Un proble`me central en phyloge´nie est la construction d’un super-arbre ge´ne´alo-
gique [BEGS02] compatible avec plusieurs arbres ge´ne´alogiques de´ja` connus. Il existe dans la litte´rature
diffe´rentes de´finitions de la compatibilite´ d’un super-arbre avec un ensemble d’arbres donne´s :
De´finition 50 (Compatibilite´s forte, faible et stable).
– Un arbre T est dit fortement compatible avec un arbre T ′, si T ′ est topologiquement e´quivalent a`
un sous-arbre de T respectant l’agencement des noms des sommets.[NW96]
– Un arbre T est dit faiblement compatible avec un arbre T ′, si T ′ peut eˆtre obtenu a` partir de T
par une se´rie de contradictions d’arcs.1 [Ste92]
– Un arbre T est dit stablement compatible avec un ensemble d’arbres S, si T est faiblement com-
patible avec chaque arbre de S et chaque sommet interne de T peut eˆtre nomme´ par au moins un
sommet interne d’un arbre de S.
1La contradiction d’un arc a = (v, w) est la substitution des sommets v et w par un unique sommet dont les arcs incidents
sont ceux qui e´taient incidents a` v et w a` l’exception de a.
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Pour le proble`me de reconstruction de super-arbres, les compatibilite´s forte, faible et stable co¨ıncident
ssi tous les arbres donne´s en entre´e sont binaires [NW96]. L’existence de solutions reste valable lorsque
l’on restreint la compatibilite´ faible a` la compatibilite´ stable.
Par exemple, les arbres T1 et T2 de la figure 8.1 acceptent T et T ′ comme super-arbres a` la fois
pour la compatibilite´ faible et forte. Comme on peut le voir, tous les sommets internes de T ′ peuvent
eˆtre nomme´s par un sommet interne des deux arbres donne´s en entre´e, mais ce n’est pas le cas pour le
pe`re des sommets b et g de l’arbre T . Par conse´quent, T et quatre autres super-arbres sont tendancieux
car ils font des hypothe`ses sur l’existence d’espe`ces e´teintes qui n’appartiendraient a` aucun des arbres
donne´s en entre´e. Conside´rons aussi les trois arbres de la figure 8.2 : les arbres T3 et T4 acceptent l’arbre
T4 comme super-arbre par rapport a` la de´finition de compatibilite´ faible, en effet, il suffit de contracter
l’arc (3, 2) pour obtenir T3 a` partir de T4. Cependant, les arbres T3 et T4 n’acceptent pas de super-arbre
vis-a`-vis de la de´finition de compatibilite´ forte. En effet, le plus re´cent anceˆtre commun aux sommets b et
c, note´ mrca(b, c), est le meˆme sommet que mrca(a, b) dans l’arbre T3, il est note´ 1, mais ce n’est pas le
meˆme dans l’arbre T4, puisque le sommet correspondant au mrca(b, c) = 3 est un descendant du sommet
correspondant au mrca(a, b) = 2. De la meˆme manie`res, les arbres T4 et T5 n’acceptent de superarbres ni
par rapport a` la compatibilite´ faible, ni par rapport a` la compatibilite´ forte.
Le premier algorithme re´pondant au proble`me de reconstruction d’un super-arbre a e´te´ donne´
dans [ASSU81]. Cet algorithme est base´ sur la de´finition de compatibilite´ forte, sa complexite´ est de
l’ordre de O(ℓ2), ou` ℓ est le nombre de feuilles des arbres donne´s en entre´e. Beaucoup d’algorithmes
de´rive´s ont depuis e´merge´s. On retiendra surtout l’algorithme OneTree [NW96]. La premie`re approche
par programmation par contraintes a e´te´ propose´e dans [GPSW03] sans utiliser de contraintes globales.
Concernant la compatibilite´ faible, un algorithme classique est, par exemple, donne´ dans [Ste92]. Finale-
ment, concernant la compatibilite´ stable, l’algorithme issue de la linguistique [BK07] peut eˆtre directement
spe´cialise´ pour le proble`me de reconstruction de super-arbre.
Nous nous plac¸ons maintenant dans le contexte de la compatibilite´ stable, le proble`me de reconstruc-
tion de super-arbre est de´fini a` partir d’un ensemble T1, . . . , Tk d’arbres et peut eˆtre mode´lise´ par une
contrainte extended-tree(1, 1, VER) telle que :
– le graphe G associe´ a` la contrainte est un graphe complet oriente´ (V, E) tel que l’ensemble des
sommets est de´fini par V = N (T1) ∪ · · · ∪ N (Tk) et l’ensemble des arcs par E = {(u, v) | u, v ∈ V},
ou` N (T ) est l’ensemble des sommets de l’arbre T ;
– le graphe de pre´ce´dence Gprec = (V, Eprec) est directement donne´ a` partir des arbres T1, . . . , Tk ;
– le graphe d’incomparabilite´ est ge´ne´re´ a` partir des sommets incomparables dans chaque arbre
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T1, . . . , Tk ;
– toutes les feuilles des arbres T1, . . . , Tk doivent rester des feuilles dans toute solution donc, leur
demi-degre´ inte´rieur est fixe´ a` ze´ro : VER[i].D = 0. Tous les autres sommets de V ont leur degre´
contraint a` VER[i].D ∈ [1, 2] si un super-arbre binaire est recherche´, et VER[i].D ∈ [1, n− 1] dans tous
les autres cas, ou` n = |V|.
Une heuristique de choix de variables par taille de domaine croissante est utilise´e lors de chaque re´veil de
la contrainte extended-tree (c.-a`-d., lors de chaque instanciation de´cide´e par le re´solveur), et l’heuristique
de choix de valeur privile´gie, pour un sommet vi donne´, le pe`re vj de vi tel que il existe un plus court
chemin de vi a` vj dans le graphe de pre´ce´dence Gprec . Cette dernie`re heuristique est base´e sur l’intuition
que plus la distance entre vi et vj est grande dans Gprec , plus les chances de satisfaire toutes les contraintes
de pre´ce´dence mises en jeu sur un chemin de vi a` vj sont faibles.
Le tableau 8.1 compare les performances de notre mode`le en Choco (ve´rifiant la compatibilite´ stable),
avec le mode`le Choco introduit dans [GPSW03] (ve´rifiant la compatibilite´ forte). Ce dernier mode`le
est disponible a` l’adresse suivante http://www.dcs.gla.ac.uk/~pat/supertrees/. Pour une instance
donne´e, la colonne « satisfiabilite´ » indique l’existence d’un super-arbre, et, entre parenthe`ses, nous pre´-
cisons s’il existe ou non un super-arbre binaire. Pre´cisons que la mention « n/a » est ajoute´ lorsqu’une
colonne n’a pas de sens dans le contexte conside´re´. Au niveau des instances choisies, il y a tout d’abord
deux arbres S1 et S2, issus de l’e´tude des araigne´es disponible dans la base de donne´es TreeBase (voir
http://www.treebase.org/, e´tude S1x6x97c14c42c30). Pour ces instances, il faut noter que le fait qu’un
des deux arbres ne soit pas binaires implique qu’il n’existe pas de super-arbre binaire les unifiant. Nous
nous sommes inte´resse´ ensuite a` deux arbres C1 et C2 issus d’une base de donne´es e´tudiant les chats
extraite de journaux spe´cifiques. Comme pour les araigne´es, l’existence d’un arbre non binaire implique
qu’il n’existe pas de super-unifiant ces deux arbres. Enfin, nous avons e´tudie´ 129 espe`ces d’oiseaux marins
au travers des arbres A a` G. Ces instances ont e´te´ extraites a` partir d’un journal d’ornithologie [KP02]. On
peut remarquer que seuls les arbres A, E et G ne sont pas binaires ce qui implique que toute combinaison
les contenant ne peut pas eˆtre unifie´e en un super-arbre binaire.
Tab. 8.1: Comparaison des deux approches de programmation par
contraintes connues pour le proble`me phyloge´ne´tique de recons-
truction de super-arbres.
instance #espe`ces approche |G| satisfiabilite´ #e´checs temps(ms)
S1 + S2 17
extended-tree 18 yes (no) 0 48
Prosser n/a yes 1 155
C1 + C2 23
tree 26 yes (no) 0 75
Prosser n/a yes 2 254
A+B 30
extended-tree 52 yes (no) 0 302
Prosser n/a yes 32 648
A+ C 34
extended-tree 63 yes (no) 0 406
Prosser n/a no 0 810
A+D 47
extended-tree 85 yes (no) 0 398
Prosser n/a yes 0 1972
A+ E 95
extended-tree 191 yes (no) 0 10393
Prosser n/a n/a n/a out of memory
A+ F 33
extended-tree 58 yes (no) 0 127
Prosser n/a yes 4 710
A+G 49
extended-tree 82 yes (no) 0 409
Prosser n/a yes 9 2135
B + C 32
extended-tree 65 no (no) 0 32
Prosser n/a no 1770 12866
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instance #espe`ces approche |G| satisfiabilite´ #e´checs temps(ms)
B +D 43
extended-tree 85 yes (yes) 0 301
Prosser n/a yes 3 1683
B + E 95
extended-tree 195 no (no) 0 892
Prosser n/a n/a n/a out of memory
B + F 33
extended-tree 62 yes (no) 0 144
Prosser n/a yes 0 606
B +G 44
extended-tree 81 yes (no) 0 1440
Prosser n/a yes 35 1765
C +D 52
extended-tree 101 yes (no) 0 630
Prosser n/a yes 0 2979
C + E 96
extended-tree 203 yes (no) 0 27180
Prosser n/a n/a n/a out of memory
C + F 38
extended-tree 74 yes (no) 0 393
Prosser n/a yes 3 979
C +G
49
extended-tree 93 yes (no) 0 1530
Prosser n/a no 0 2371
D + E 104
extended-tree 220 no (no) 0 1126
Prosser n/a n/a n/a out of memory
D + F 46
extended-tree 91 yes (yes) 0 630
Prosser n/a yes 4 1776
D +G 59
extended-tree 112 yes (no) 0 910
Prosser n/a no 35 4403
E + F 96
extended-tree 199 no (no) 0 1035
Prosser n/a n/a n/a out of memory
E +G 100
extended-tree 211 no (no) 0 1211
Prosser n/a n/a n/a out of memory
F +G 43
extended-tree 83 no (no) 0 62
Prosser n/a n/a n/a > 5 · 105
A+ C + E 99
extended-tree 215 yes (no) 0 49224
Prosser n/a n/a n/a out of memory
A+B +D + F 72
extended-tree 139 yes (no) 0 8139
Prosser n/a yes 59 4811
A+B +D +G 82
extended-tree 157 no (no) 0 347
Prosser n/a n/a n/a out of memory
A+ C +D + F 76
extended-tree 150 yes (no) 0 8690
Prosser n/a no 0 2553
A+ C +D +G 86
extended-tree 168 yes (no) 0 12650
Prosser n/a n/a n/a out of memory
Notre mode´lisation actuelle ne prend pas en compte les syme´tries contrairement a` l’approche propose´e
par Prosser dans [GPSW03]. En effet, dans ce proble`me les sommets internes d’un arbre donne´ ont tous
un unique sommet pe`re. Cependant, lorsque l’on tente d’unifier plusieurs arbres certains sommets internes
ont des roˆles totalement syme´triques. Par exemple, pour les deux arbres donne´s dans la figure 8.1 page 110,
nous trouvons 36 super-arbres alors qu’il n’en existe que 8 qui ne sont pas syme´triques par rapport a` la
compatibilite´ stable. Nous avons ne´anmoins ajoute´ une proce´dure permettant de contacter les branches
des arbres telles que chaque sommets ne posse`de qu’un unique pre´de´cesseurs. Ceci, permet par exemple
d’obtenir 10 super-arbres au lieu des 36 initiaux sur l’exemple de la figure 8.1 page 110.
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OSPMN instances
extended-tree DomReachability+Path [Que06]
re´veils e´checs temps (ms) e´checs temps (ms)
SPMN 22 7 0 52 5 110
SPMN 22 full 3 0 36 0 70
SPMN 52b 20 0 1115 6 920
SPMN 52 full 6 0 562 0 580
SPMN 52order a 6 0 592 0 500
SPMN 52order b 1 0 17 4 280
Tab. 8.2 – Re´sultats des expe´rimentations du proble`me OSPMN introduites dans [Que06].
Cependant, notre mode´lisation ne met en jeu que Θ(ℓ) variables, ou` ℓ est le nombre de feuilles dans
les arbres donne´s en entre´e, alors que le mode`le de Prosser ne´cessite Θ(ℓ2) variables. Les conse´quences
en terme de temps de calcul et de consommation de me´moire sur les instances les plus grandes sont
clairement visibles dans le tableau 8.1 page 111.
En ce qui concerne les algorithmes spe´cialise´s, nous pouvons retenir les approches propose´es dans [BK07,
NW96] qui ont ont un temps de calcul de l’ordre de O(ℓ2). Ces algorithmes dominent, sans surprise, les
approches base´es sur la programmation par contraintes (nous avons releve´ sur les instances du tableau 8.1
page 111 un temps d’exe´cution maximum de l’ordre de 100ms). Cependant, ces algorithmes ne fournissent
aucune flexibilite´ en comparaison des approches utilisant la programmation par contraintes. De plus, il
est de plus en plus ne´cessaire de prendre en compte un certain nombre de restrictions pour ce proble`me.
On retiendra en particulier la notion de date de divergence, d’espe`ces privile´gie´es, etc. Chacune de ces
restrictions peut eˆtre prise en compte dans notre mode`le sans remettre en question le mode`le pre´ce´dant
alors que ce n’est e´videmment pas le cas pour un algorithme de´die´.
8.2 Couverture par un chemin sous contraintes de pre´ce´dence
Nous e´valuons maintenant la contrainte extended-tree au travers d’un proble`me de couverture de graphe
par un chemin sous contraintes de pre´ce´dence. Ce proble`me est une restriction du proble`me des k che-
mins sommets-disjoints [GJ78, page 217], prenant en compte un ordre partiel entre certain sommets du
graphe a` couvrir. dans la suite ce proble`me sera appele´ OSPMN pour « Ordered Simple Path problem
with Mandatory Nodes ». Un inte´reˆt de s’inte´resser a` cette restriction est de pouvoir comparer notre
approche utilisant la contrainte extended-tree avec une mode´lisation spe´cifique du proble`me propose´e
dans [Que06]. Cependant, dans ce contexte, nous avons restreint notre e´tude a` la recherche d’un unique
chemin compatible.
Le proble`me OSPMN est mode´lise´ par une contrainte extended-tree dont le graphe associe´ G est le
graphe a` couvrir tel qu’une boucle a e´te´ ajoute´e sur chaque sommet. Ensuite, l’ensemble des contraintes
de pre´ce´dence est contenu dans une composante connexe du graphe de pre´ce´dence Gprec . Ces contraintes
sont telles que chaque sommet obligatoirement couvert succe`de le sommet e´tant l’origine du chemin
et pre´ce`de le dernier sommet du chemin. d’autre part, s’il existe un ordre impose´ entre deux sommets
obligatoires alors il existe un arc les liant dans Gprec . Tous les sommets obligatoires sont isole´s dans Gprec .
Pour comple´ter notre mode`le, nous utilisons une heuristique de choix de variable construisant de manie`re
incre´mentale le chemin couvrant le graphe. Plus pre´cise´ment, l’heuristique choisie comme nouvelle variable
a` instancier, la variable correspondant a` la valeur choisie a` l’e´tape pre´ce´dente. En terme d’arcs dans le
graphe, on peut l’interpre´ter comme le fait que si un arc (vi, vj) de G est force´ a` une e´tape donne´ alors,
un arc sortant de vj sera se´lectionne´ a` l’e´tape suivante.
Le tableau 8.2 montre que notre mode`le se comporte de manie`re tre`s acceptable, en particulier au
niveau du nombre d’e´checs pour trouver une solution, par rapport au pre´ce´dent mode`le [Que06]. Pre´cisons
seulement que ce mode`le est base´ sur une approche utilisant les contraintes domReachability, noCycle, et
allDifferent imple´mente´es dans le re´solveur Gecode(CP(Graph)). Au niveau des temps de calcul, les deux
approches sont quasiment similaires.
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Fig. 8.3 – E´tude du comportement de la contrainte extended-tree sur le proble`me de chemin Hamiltonien.
8.3 Couverture par un chemin Hamiltonien
Notre mode`le pour le proble`me de chemin Hamiltonien utilise toujours la contrainte extended-tree pour
laquelle on force que le degre´ de chaque sommet du graphe G associe´ soit fixe´ a` 1, excepte´ pour le sommet
origine du chemin. D’autre part, des contraintes de pre´ce´dences sont ajoute´s de sorte que l’origine du
chemin pre´ce`de tous le sommets du graphe G, et tous les sommets de G pre´ce`dent le sommet destination
du chemin. Pour chaque densite´ dans l’ensemble {0%, 10%, . . . , 100%}, un total de 50 graphes pour chaque
taille parmi {25, 50, 75, 100} sont ge´ne´re´s ale´atoirement. De plus, pour chaque graphe ge´ne´re´, les sommets
origine et destination sont tire´s ale´atoirement parmi tous les sommets du graphe.
La figure 8.3(a) montre que les instances les plus difficiles (selon le crite`re du nombre d’e´checs) concerne
des graphes ayant une densite´ comprise entre 8% et 30%. Intuitivement, ce re´sultat n’est pas surprenant.
En effet, plus le graphe initial est dense, plus la probabilite´ d’existence d’un chemin Hamiltonien est
grande [KS83, Po´s76]. Si le graphe contient moins d’arcs que de sommets, la probabilite´ d’existence d’un
tel chemin est nulle, alors que, dans le cas d’un graphe complet, l’existence d’un chemin Hamiltonien
est garantie. A` partir de cette observation, la partie gauche de l’intervalle [8%, 30%] de la figure 8.3(a)
constitue une zone de proble`mes « faciles » a` re´soudre (relativement au nombre d’e´checs). La partie droite
de cet intervalle est elle aussi compose´e de proble`mes ge´ne´ralement facile a` re´soudre car, comme nous
l’avons dit, la probabilite´ d’existence d’un chemin Hamiltonien augmente avec la densite´. Cependant,
il peut paraitre e´trange de n’obtenir qu’une moyenne de 1.9 e´checs dans le pire cas alors que le pro-
ble`me est connu comme NP-complet. Pourtant, ce chiffre ne fait que mettre en lumie`re la difficulte´ de
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ge´ne´rer des graphes pour lesquels le proble`me de chemin Hamiltonien est dur. Ne´anmoins, nous sommes
parfaitement conscient des limites de notre approche. Par exemple, les graphes ayant la topologie du
graphe de Tutte [Tut46] 2 ne´cessitent autour d’une centaine d’e´checs avant d’obtenir une re´ponse sur la
non-existence d’un chemin Hamiltonien dans de tels graphes.
La figure 8.3(b) confirme les complexite´s the´oriques annonce´es dans le tableau 5.2 de la section 5.8.
Cependant, on peut remarquer que l’intervalle de densite´s [8%, 30%], que venons de de´crire comme une
zone ou` les graphes ge´ne´re´s sont ge´ne´ralement plus complexes a` re´soudre en terme du nombre d’e´checs,
n’est pas visible sur le graphique du temps de calcul. L’explication de ce comportement repose sur le fait
que le temps d’e´xe´cution de´pend directement de la densite´ du graphe et que le nombre moyen d’e´checs
constate´s dans la zone de densite´ [8%, 30%] ne compense pas l’augmentation du temps de calcul lie´e a` la
densite´ dans cet intervalle. En conclusion, cette expe´rimentation est une fois encore un plaidoyer en faveur
d’une imple´mentation totalement incre´mentale de la contrainte extended-tree (voir chapitre 7 page 99). En
effet, une approche totalement incre´mentale permettrait de s’abstraire partiellement du facteur densite´
et donc de ne pas avoir des temps de calcul prohibitifs alors que l’existance d’un chemin Hamiltonien est
quasiment garantie.
2Le graphe de emphTutte est graphe cubique, 3-connexe, n’admettant pas de chemin Hamiltonien.
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Conclusion
L’objectif de cette the`se e´tait de proposer une e´tude des contraintes de partitionnement de graphe. Nousavons volontairement limite´ le cadre de cette e´tude aux proble`mes de satisfaction de contraintes, car,
si la majorite´ des travaux concernent l’aspect optimisation des contraintes de partitionnement, le coˆte´
purement structurel a trop souvent e´te´ ne´glige´. En effet, la compre´hension des proprie´te´s de graphes
(composantes fortement connexes, sommets dominant, etc) mises en jeu constitue un point fondamental
pour la prise en compte de restrictions supple´mentaires.
Tout d’abord, nous nous sommes inte´resse´ a` l’e´tude de contraintes globales pour le partitionnement
de graphe par des arbres, tant dans le contexte des graphes non-oriente´s que dans le contexte des graphes
oriente´s. En particulier, nous avons montre´ qu’il e´tait possible d’atteindre un niveau de consistance
maximal dans le cas de graphes non-oriente´s. En ce qui concerne le cas oriente´, nous avons montre´ que,
suivant la de´finition retenue pour la notion d’arbre (doit-il contenir ou non au moins deux sommets ?),
il e´tait aussi possible d’atteindre un niveau de consistance maximal de`s lors que le nombre minimum de
sommets dans un arbre n’est pas contraint.
Pourtant, ces contraintes de partitionnement seules n’ont qu’un inte´reˆt limite´ en pratique. En effet, la
plupart des applications pouvant se mode´liser sous la forme d’un proble`me de partitionnement de graphe
ne´cessitent l’introduction de restrictions portant sur la topologie des partitions valides. Dans ce contexte,
nous avons e´tudie´ un certain nombre de restrictions classiques en nous appuyant, dans la mesure du
possible, sur les proprie´te´s structurelles mises en avant pour le proble`me « pur » de partitionnement de
graphe par des arbres. En particulier, nous avons retenu la prise en compte d’un ordre partiel entre les
sommets du graphe a` partitionner (au travers de contraintes de pre´ce´dence et de pre´ce´dence condition-
nelles), la notion de contraintes d’incomparabilite´ entre certains sommets du graphe, et la restriction sur
le nombre de pre´de´cesseurs possibles pour chaque sommet dans toute partition valide. En outre, nous
nous sommes aussi attache´ a` e´tudier les interactions fortes existantes entre chacune de ces restrictions
lorsqu’elles sont combine´es.
Finalement, le dernier volet de cette the`se a concerne´ un aspect bien souvent passe´ sous silence :
l’imple´mentation pratique (d’un point de vue inge´nierie) de telles contraintes globales. En effet, partant
du constat que la plupart des contraintes globales de´passent rarement le stade d’une imple´mentation
spe´cifique a` un re´solveur de contraintes particulier (dont le code n’est souvent pas disponible), nous nous
sommes interroge´ sur les moyens de diffuser « plus rapidement » ces dernie`res. Le de´ploiement et le main-
tient d’une nouvelle contrainte globale sur les re´solveurs existant est un travail difficilement envisageable
en pratique. Cependant, nous avons montre´ que dans le contexte des contraintes globales mode´lisables
par des graphes, il e´tait possible de de´coupler totalement la contrainte du re´solveur, a` la condition que les
algorithmes de graphes mis en jeu dans la contrainte puissent eˆtre totalement dynamiques. Ainsi, nous
avons illustre´ cette nouvelle manie`re d’envisager l’imple´mentation des contraintes globales de graphes au
travers d’une contrainte de partitionnement par des arbres : la contrainte tree.
Perspectives
Au niveau the´orique, il reste encore beaucoup de pistes a` explorer dans la ligne´e des travaux que cette
the`se vient de de´tailler. Tout d’abord, le principale e´tude repose sur l’unification des quatre principales
contraintes de partitionnement de graphe (arbre, chemin, cycle et map), ainsi que des contraintes addition-
nelles permettant de les utiliser dans des applications pratiques. Cependant, il reste aussi de nombreuses
pistes a` explorer dans le contexte des contraintes d’arbre et en particulier autour du nombre d’arbres
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propres (c.-a`-d., des arbres contenant plus d’un sommet) qui prend tout son sens dans les proble`mes
de couverture partielle de graphes. En effet, nous pensons qu’un filtrage complet du graphe associe´ a` la
contrainte proper-tree est possible lorsque NPROP est fixe´ a` 1. L’e´tude de l’interaction entre les variables
NTREE et NPROP au sein de la contrainte extended-tree semble aussi eˆtre un proble`me tre`s inte´ressant,
puisque l’interaction entre ces deux parame`tres pourrait permettre de s’attaquer, par exemple, a` une
relaxation du proble`me de super-arbre en phyloge´nie ou de tourne´es de ve´hicules en logistique. Par
exemple, en phyloge´nie, dans de nombreux cas, l’ensemble des arbres donne´s en entre´e n’est pas unifiable
en un unique arbre. Cependant, l’interaction des variables NTREE et NPROP pourrait permettre de fournir
une solution maximisant le nombre d’espe`ces unifie´es. Pour cela, une simple relaxation des domaines
des variables NTREE et NPROP (fixe´s a` 1 dans la mode´lisation initiale du proble`me) en NTREE = [0;n] et
NPROP = 1, permet de maximiser le nombre d’espe`ces unifie´es en recherchant la valeur minimale pour
NTREE satisfaisant la contrainte extended-tree.
Au niveau des applications pratiques et de l’imple´mentation, nous continuerons l’inte´gration les
contraintes additionnelles au sein de la contrainte extended-tree « portable ». En paralle`le, nous ajoute-
rons dans les restrictions additionnelles, la notion de feneˆtres temporelles qui nous permettra de mode´liser
pleinement des proble`mes de planification de missions et/ou de tourne´es de ve´hicules.
Questions spe´cifiques
Finalement, nous conclurons cette the`se par une liste de questions et de proble`mes spe´cifiques rencontre´s
au cours de notre e´tude :
– L’e´valuation d’une borne supe´rieure sur le nombre d’arbres propres (NPROP) pouvant couvrir un
graphe oriente´. Plus pre´cise´ment, est-ce que l’e´valuation de cette borne rele`ve d’un proble`me poly-
nomial ou non ?
– La complexite´ d’un algorithme de filtrage atteignant l’arc-consistance ge´ne´ralise´e pour une contrainte
d’arbre restreinte par un ensemble d’incomparabilite´s entre les sommets du graphe a` partitionner ;
– L’existence d’algorithme « efficace » pour le proble`me de la de´tection des arcs d’un re´seau n’appar-
tenant a` aucun flot maximum. Un tel algorithme serait particulie`rement inte´ressant dans le contexte
de la contrainte de chemin que nous avons pre´sente´ ;
– Bien que nous ayons montre´ que propager l’arc-consistance ge´ne´ralise´e pour la contrainte exten-
ded-tree rele`ve d’un proble`me NP-complet lorsqu’on ne fait aucune hypothe`se sur la structure des
contraintes de pre´ce´dence, d’incomparabilite´ et de degre´, une question ouverte re´side dans le fait
de savoir si certaines configurations des contraintes de pre´ce´dence et d’incomparabilite´ n’autorisent
pas une propagation comple`te.
– Au niveau de l’imple´mentation, nous avons clairement de´montre´ l’inte´reˆt d’imple´menter les algo-
rithmes maintenant des proprie´te´s de graphes sous une forme totalement dynamique. Meˆme si l’e´tat
de l’art actuel nous fournit beaucoup d’algorithmes base´ sur le retrait ou l’ajout d’un unique arc
dans le graphe, dans le contexte de la programmation par contraintes, le re´veil d’une contrainte
globale mode´lisant un proble`me de graphe est tre`s souvent lie´ au retrait d’un ensemble d’arcs dans
le graphe associe´ a` la contrainte. Un traitement individuel du retrait de chaque arc, meˆme par un
algorithme efficace, est toujours possible mais semble peu pertinent. En effet, les retraits d’arcs
ne rele`vent jamais d’un phe´nome`ne e´part mais plutoˆt d’une modification locale ayant pour but de
restreindre (ou d’enrichir) le voisinage d’un sommet (par ex., l’instanciation d’une variable conduit
a` retirer tous les arcs sortant d’un sommet excepte´ celui correspondant a` la valeur affecte´e). Cette
remarque faite, on peut alors s’interroger sur la recherche d’algorithmes incre´mentaux permettant
de ge´rer, non plus un ajout ou un retrait d’arc, mais un ensemble d’ajouts ou de retraits relatif a`
un unique sommet.
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Contraintes de Partitionnement de Graphe
Xavier LORCA
Mots-cle´s : programmation par contraintes, contraintes globales, partitionnement de graphe
Les proble`mes combinatoires base´s sur le partitionnement de graphe permettent de mode´liser un grand nombre
d’applications pratiques. On retiendra des exemples aussi varie´s que la reconstruction de « super-arbres » en
phyloge´nie, la planification de missions, ou la construction de tourne´es de ve´hicules en logistique. Ces applications,
bien que provenant de domaines diffe´rents, peuvent toutes se voir comme un proble`me de partitionnement de
graphe par des patrons tels que des cycles, des chemins, ou des arbres. Cependant, les proble`mes pratiques se
re´sument rarement a` des proble`mes « pur » comme peuvent l’eˆtre le proble`me de chemin Hamiltonien ou le
proble`me des K-chemins disjoints. En effet, ils combinent bien souvent le proble`me de partitionnement avec un
ensemble de restrictions sur la topologie des sommets et des arcs. La diversite´ des contraintes ope´rationnelles
misent en jeu constitue souvent une limite a` leur re´solution par des approches conside´rant de manie`re se´pare´e le
proble`me de partitionnement et les restrictions supple´mentaires impose´es.
Cette the`se se concentre sur les proble`mes de satisfaction de contraintes lie´s au partitionnement de graphe par
des arbres mettant en jeu un certain nombre de restrictions sur la topologie des partitions autorise´es. Notre travail
se focalise d’une part sur la compre´hension des proprie´te´s structurelles inhe´rentes aux contraintes de partitionne-
ment par des arbres, et d’autre part sur l’e´tude des interactions existantes entre le proble`me de partitionnement
et les restrictions classiques (telles que les relations de pre´ce´dences ou d’incomparabilite´s entre les sommets du
graphe a` partitionner). Nous nous attachons plus particulie`rement a` montrer comment prendre en compte de
manie`re globale un certain nombre de ces restrictions au sein d’une contrainte de partitionnement de graphes par
des arbres. Un autre aspect essentiel porte sur la mise en œuvre d’une telle contrainte : nous montrons en quoi
une gestion dynamique des structures de donne´es permet de s’abstraire significativement d’un proble`me re´current
a` la plupart des contraintes globales lie´es aux graphes : la sensibilite´ des algorithmes de graphes a` la densite´ des
graphes manipule´s par la contrainte.
Graph Partitioning Constraints
Xavier LORCA
Keywords : Constraint Programming, Global Constraints, Graph Partitioning
Combinatorial problems based on graph partitioning enable to represent many practical applications. Examples
based on phylogenetic supertree problem, mission planning, or the routing problems in logistic, perfectly illustrate
such applications. Nevertheless, these problems are not based on the same partitioning pattern : Generally, patterns
like cycles, paths, or trees are distinguished. Moreover, the practical applications are not often limited to theoretical
problems like Hamiltonian path problem, or K-node disjoint paths problems. Indeed, they usually combine the
graph partitioning problem with several restrictions related to the topology of nodes and arcs. The diversity of
implied constraints in real-life applications is a practical limit to the resolution of such problems by approaches
considering the partitioning problem independently from each additional restriction.
This thesis focuses on constraint satisfaction problems related to tree partitioning problems enriched by several
additional constraints that restrict the possible partitions topology. On the one hand, our study focuses the
structural properties of tree partitioning constraints. On the ohter hand, it is dedicated to the interactions between
the tree partitioning problem and classical restrictions (such as precedence relations or incomparability relations
between nodes) involved in practical applications. Precisely, we show how to globally take into account several
restrictions within one single tree partitioning constraint. Another interesting aspect of this thesis is related to the
implementation of such a constraint. In the context of graph-based global constraints, we show how a fully dynamic
management of data structures makes the runtime of filtering algorithms independent of the graph density.
